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L + J. 

1-3 5-7 9-'» 



• • • 



velf 81 terminis generalioribus haec serles exprimatar^ 



"t" • • • • 



h.lb^d^ (b+2d)(b + ^d^ {b+^d){b + sd) 

Desiderator invenire formulam' summatoriam generalem huloi 
seriei, ant saltem demonstrare» quomodo in cito convergentom tfitni^ 
formari possit 



GOMMENTATIO. , 

Thema propositom, quum in dnas speciales quaestionesi alteram 
de summatione seriet sapra exhibitae in infioitum excurrenti»» alte« 
Tam desnmmatione certi numeri termioorom dispesd qaeat: atram* 
qae spedatim considerabimus. 

Sbctio L Si series proposita in infinitum excutrit. 

A) Prior methodas. 
^. I* 

Serie. S.+ J-^+^^ + ia M- S . 

facUe id hasce duas 

i + f + $ + Jn inf. = / - ~ 

$ + I +A + --»r* iniirf,.«i. .. 
redudtor. £st enim ^ ... 

A 



t\ 



''* = — 3 + r7 + rn+ 

^"(i+r"7 + 9Tn +••••> 

5» i (/-0- 

Sfmlli modo lertM genenlfor ^ 

r^"" 1.3 + 5-7 + 9.II+**'.* , 
inbasce duas 

/7 = — + — + — +.... 

y« -+ y + — +.... 

ftiohritar, qaam tit 
' £f t aatem 

= «»/(«+** + «» + ....)«'« 
ct -3—4 iti factores reiolirenda 

s= «*(-Jlog(i-a:) + Jlog(i+a:)+|Arc.tg.ar + Con«t.) 

QonmetY- + l^ + 7 +••• «^-ilogCl -«) + Jlog(i+«) 

+§Arctg.arpro A=Ot ad oiMl redacantorj eonstaos ipsa niliila 
aequabitor, et babebiniBs 
j7 = «»(. Jlog(i.a?)+{log<i+»)+|At.ar) ' 
Similiter alteram tractando^ erit 



r 



jr» 



.ii 



= -ilog(i-«) + {log(i + a:)-|A. tg.ar + Conat 
Consti^ntis valor, fiiGiendo a:^s=o, falc qaoqae invenitarcsOi ^ 
•it 9 == • I log (i -«)+ J Iog(t +x) - I Ar€. tp «. 
HiQC habeiDus P = § (p - ^) 
= |(t.x^)Iog(t.j:)+|(a:^-i)log(i+«)+J(«-+i)Arc.t5.«. 

Valorein seriei «S si ex hac seqQatioce« faciendo a: = o , dedocere 
volamas^ In eam difficaltatem incarrimas» qaod tanc primot termi« 
HQi indefinifas =o. co evadit, neqae si eum in formam 

« 

1 («;+«) X 1^ . oQse Mo »st. titssS. diflferenti- 



: , qasB pro ««t, Mtssg 

ando nameratorem et denominatoremf defiairi poteat. Qaotiei enim 
differeotiationem illani iteres, totiea numeratorem i*a;, denomin%« 
torem (log (i - x)Y, abi / nameros integroi iigoificat , habebii. Alio 
aatem modo haec difficaitai resolvi potest Considerando enim for- 
mam (t - a?) logti *a;) , patet eam , maximum vel miwmam valorem 

nnice indaere pro - log (!•«)- ' ^ ' =0, L e. - t = + log (; -«), 

er^sst^x, a:aBi-e» = o,63. .. 

Qaamaotem (t*x)log(i-a(),pro ars=o,fit=sopro a:2=l-r%. 
fits^- er^^' 0,3/6.,. facile patet, qoia hoc nullo alio casa aecidit« 
formam (x- 1) Iog(i-a:) pro illo valore rnt x, •! ^ iigoii abitrabi« 
mui» maximam, Mnminimam evadere. Aagendo itaque x inde 
a valore 0|6), iive mipuendo i-a? iode a valore Ogjfi, formas illios 
qoantitai abioluta Oiqoe dedreicet» et qoidera oi^ue ad nihil , qood 
erlt limea io decreiceodo. Qoum^nim valorom negativoram qaan* 
titatii 1 - »9 qoippe pro qoiboi fo«i&a ooitra Cx • t) log (1 - x) ioui-' 

Aa 



>. 



ginaria erit^ ratio oon habenda sit, oinneft valores post maxiiRiini 
sequentes inveniri possunt, si pro i-x dftnidia, quarta, octava et 
deinc^ps partes ejas valoris samuntur pro quo (d;-i) log(t-a:) va- 
lorem niaximum induit. Nam cujiis seriei 



t» %^ s» T5 



ootum est termioos minores qnalibet quantitate, < v» assignari poase. 
Si itaqne primum facimus i - or = | • 0,36 . • • = o, ig . • . , erit 
Csc- 1) log (i - o?) < 0,3115 , 1. e < II valoris maximi. Sumendo 
deinde pro (1*0;) dlmidiam partem hujus ultimi valoris, (j;* 1) log 
(i - or) in majore ratione decrescit. Nam a signis abstrahendo alter 
factor» rc-i» eadem ratione decrescit; alter, log(i-ar) in proportio- 
ne aritbmetica, i. e. tardius crescit. Quum auteili termini seriei 

H» Cii)*» X^D^ ..... in inf. minores quavis quantitate » fkri 
possintt hoc majore ratione fn serie celerius decrescente fiet. tiinc pa* 
tet» miliiiendo i-oe eo modo, quem exhibaimus, (o;- i) fog(f-x) 
minorem quavis quantitate evadere. Quum autem semper positiva 
sit — quia singuH factores a:- 1 et log (x-a:) negativi sunt — , limcs 
ejus in decrescendo erit =0. ^) Faciendo itaque 1 - a: = o i. e. a:=t 
primus terminus aequationis prp P nihilo aequabitur. Idemi quum 
secundo termjno accidat, pro a: = i, erit 

p = J.2. Arctg. t 



•} Idem hao breviori vU inreniri» r. cel. J. F. PfafHvs nuper me docuit: 
iit j = iIo$Zy x's=mi, ergp y* =imzlogmts:swz log m -f- mz lo^ r, 
«nde habetur pro £=0 (quia log m non infjnile magnum fit), 

j' c= mz log z = my 
Quttm antem pro t£=o, etiam t^=:mi=z, est quoquey^=y; quoJcum 
antecedente jungendo, inrenitur esie pro 1^=0, mjr = j quae aiqualio 
nisi iit m=si , qnod in hisce calcuHs subducendis nusquam posuimuty 
«liter fieri nequit^ nisi pro y = o. Unde pateti pro «sso esse z loge=o; 
iirt pro X 5= F, (1 - Jrjlog (1 -jr) =0. . . 



Est itaqoe 

§.2. 

Pro generaliori sexies proposita 
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luificiet hancce 
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h,(b+d) + (b+zd)(b + 2d) + 

considerare^ Licebit etiam numeros b,d pro rationalibus integris 
inter se primfs habere. Si enim irrationales sant^ pro iis fracti ita 
prope ad eos accedentes, ut diversitas ntillius plane momenti sit, sub- 
stituere; si fracti, per denominatores multiplicando^ eos» qui tunc 
constantema augebunt, eliminare; si non inter se primi, factorem 
eommuaem divisione^ quae constantem a minuet^ eiicere poteriinus. 
Sit V. c. series 

3 _ 3 

VzTy/^^+Vs) "^ rv2+rvsH7T+sVT) +••••• 

CDJQS samma ad fractiones centies miilesimas usqae inveniri 4g|^t. 

Licebit itaque» absque meta erroris» pro ^/"21 1,4142136; proi/3 
1,732030^ s^bstiiai. Hinc» at fractiones eliminentur, fn numerato- 
rem et denominatorem loooooooooooopo ducamos» unde erit series 



I 
I 



^3 £tt!eraf in inlrod. in Analys. Infinitor. t, u c. 8. $. 140. alio modo docet eist 

** 1 3 5 7 

tmde prior summatio itero facili jnodo seqiiitur. Qunm avtem generaljor 

summalio ita rix inveniri queat, malui bic etiao^ eaodem ibethodum ad» 

liibere ^uae ad generatiora nos ducot. 



. ! : i — 4. \ 

s!ve divideDdo per 4.4, ad elioiinindos foctores ooaimanes 



«875 






\353553<f353S534+ 433o i a?) 
(3535534+a-4330ia7)(3535534+3-4330«*7) "^* ••*"-' 



Simili modo series 

2 % 



5.(J+3W 

In basce 
18 



+ 



(S+a.3»(5 + 3.3» 



\% 



• • i • . 



15. (»5 + »0) '*' (l5+^.i»)(i5+3.t<») 



) 



iir. 



+ ••••/ 



«5^3(3+«) (3+*«2)(3+3-2) 

traotforaiabitar; et ia atraque tpecie safficiet altimo loco propositai 
seriei» qaaram denominatores anitati aeqaantar, sammaroi qaippe 
qaam in sammas ita repertas factle nameri i875fOOoooobocx>, sive l^ 
daci poterant — Quaram transformationam ese, per qaas[nameros 
integros rationabiles obtinemus , necessitatis , reiiqaa& commoditatis 
tantam causa adliibeotar. 



5:3- 



j 



In seriem 
I 



in qaa 6 et £{ sint nameri rationabiles t integri, inter se'primi| ▼«< 
rlabilis x ita introdacatur^ ut babeamua 

h.{h+d) + (6+ad)(H3rf) + UWy^^) 

sint etiam 



_ jrb+d yb4-3d xl»4-5d , 

* "" "*_ + r • _j + i , , j +^.... 



h+id ^ 6+4rf 



/* 



/ 



«= J4^+ i-i-j4+ 4+5«**^ 

nt habettor o = -^*. 

Eit /«** Cf + 4^:53 + «+rd +*• •'' 

a= ^''/C**"' + «''+*''■' + ae''+*'"' + . • .) <to 

— * J 1-«»«' 

t s /(xi'V<-'+a:''^-J"+aH'+'*^+.') «* =V ,^,a4 

In horum integraliam evolutione betdr^t nameroi po.itiT« con- 
riderare Hcebit. Sunt enim qaatuor ca.u. d^ve«i at ^f-^^J; 
fc^trfnositivM» a)utramqaenegativum; &«.^,d = .*, S^onega. 
fiva. r. r. d pp.5tivom = + #; ^ P^itivUm » +M negat.v«« 
= ! *. Secunia. ca.u. nuUo negotio ad primam reducrtor, qoam .h 

Tertio lo babebimu. certom m pro qoo qn«D«tM^^+a»*po.lttv. 
evadat = ^'. Hinc .erie. inde a termioo. 

= ^^547) + (fi'+*i)(fi'+3f> 
»d prlmoa. ca.um pertinet. Termini antecedentM 

■-rz7XJ)+c -fi+^in-fi+it) +i-fi+i*"^^^^^^ 

tLn^ho^ .ibi taTicm addaotor, qood pleramqoe .ine «cJe- 
iSfieri^J^^ Q«or«P «tem ter«in.ta« ri «.gno. nnmero. 



8 

est, infra docebinius, qaomodo, qase hinc nascatar moiestia, mioua'- 

tur ^3. — " 

Quartus. tandem casus plane cam tertio coareiiit;^ Indeqae ad 
primam reducitur. Sive enim babeas 

sive 

I ^ I 



■y" • • • ' 



-fi.('fi + i)^ C-/3 + 2J;(.y3+3#) 
quia singuli termini atriusque seriei sibi invicem aequales sant» plane 

ad idem redit» 

« 

Saificiet porro eas integralium formas explicare , pro qulbQS 

b»i<i2d. Si enim & - 1 =2d, assignari poterit numeros 1», pro qao 
7 b-^md"! <2d. Faciendo autem b'2md=fif serles de qua quae- 
ritur ^ 

h.(h + d)'^ ih + id)(h+^d)'^ 

ab iiacce 

^' J ^' r 



Mfi + d) Cfi + 2d)ifi+3d) 

tantum terminis 
fi.ifi + d) "^ (fi+itd)(fi+3d)'^''''^ Cfi+i2m^2)d(fi+i^m'i)d) 

+ .A,.,^_.^^wi: . .. + 



{h'2md)(h'(m^i)d) ^ (h^(tm'2)d){h '(zm-s)^) 



(h-sd)Jii-d) 



*) Si.qvii formiilss propotitas pro hsst-^fi, da + t directe integrare rellel^ 
-in integralia incidertt, qnae termiiiOB» quos in conteztu a serie nostm 
separariaiitt, comprebeBderent. Maluimiti avileai rem aliler eiqioaereL, 
qiiia coBStantes hisce integralibns adiicieBdip qttippe^qvi^,vi^ri^ilis;«r et 
negatiyos et positivos valores complecteretiir » vix definire poter"nt. 



differt, qoi itaqae, 8i integrationeai , poneodo/S loco ft perfecerimai, 

tantatDmodo sabtrahendi f unt ^y. r 
- * ^ 

S* 4. 

Inttgralia ipsi. haec sunt *^) ; 

** •• ^ 1-XCOBn _ . 

.2« - 

t arsiiL-r— • 

, 1 - 2dw ^ d 1 ^i^^ 0,bn , , 2«?_j_ ^v 

L +a"^°^-^'^e- . — ^^ is-"?' :2fi«.(»-a«coa:5+**) 

I - -•'i-»co«-~ «^ ** 

+ 

a 

• • • • " • . • +<t*) 

- /^.log(l.a?)l=;aV>«^^ + *^ + Const. , ,. ^ ^ 

(1 I 
- -j . log (i+r^p)) pro b nbmero pad; 

aignom inferiaa (+ -^.log(i + af)) pro & namero impari. ^ 

J^ -^^ tib-^d-^i <'2rf, ex priori ibtegrationefit, ponendo 

pro b I &+<£; ain antem 6+ £{»i> 2£2, erit 



V 






•) Integralio formalae ipsiu^ pro fr-T> 2d ito^^-ad hoice teminof .doda- 
••rett qui Umelt fooilifu ttatim sepjurantar. ■ ■ ^ - ' 

•*') Vide Ealemni ul Calo. integr. roK i* oap^ I. nam. 80. cf« e;nsd* Calo. 
dilfer. 3. cap. 16. 

B 
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7^^#=-/-'"--&+/^ 






Xid 



x^'^ Cx^^-^dx 



/ gb-d- idx 

Oaod jatn superest integrale, qaia. secqflfAaiii §am ant«e0den« 
tem &-I <2£{» ergo magis adbae b^d^v <2d^ ex formula sopra 
expoiltat ponetUkiw b*'d loco h aasignatar* Hine est 



«sin •? 



|- sin ^ T •^* *8 ^ >|cos ^/ «lg(i-2xcos ^ + «*) 



«r 

I-JTCO 






im -i-^^; A.tg -|c.cte.^-^T-4-.rM*'^*^^* j'** )1 



,-xeo. ^ 



• • 



} 






(.§IogCi-«)T|log(i+«). '. / 

Qudm aotem sit *!n ^^- i *) '^ «Jo — . coairicoi ~ .'sin « 









= - sin^» 



i (^?^iair)=sin— .c9iairico^;?~ .iins.* 



t t 



«n V ^ 



\ 



+ • J* t/ fF ' ^ 

sin -r- B« .. v^ , 



I 

\ 



et atc porro; ' 

— i «) = cos -j- . C08 ir T «m -r • ■*» * 

hm 
• / '■ =; - eos -^ . . ^ ■ 

d 

coi ^— * j^2<r)= + C08 —^- ct sfc porfo'; expressio Inventa in 
hanccex faciliorem traDsiblt *« 

« ' < . 

4.sin -=-#. A.tg Sl^jcos-r «.lg.(i*2«Gos t- + **) 

x.orcos^ 



« • • • • 



•T* . • • . • 



1-XOOS — ^ — 

— ilog(i-a:)T§log(i-a?)')+ Const. 

Hfc si i + if - I = a d 1. e. 6 - rf = I, ii?e positi?Qin , primns ter- 
mioas adest, si 6-i<<i sive negativam, evanesclt; si d nomeros 
par, ideoque li-i impar, iri tetminis antepenaitimitf valet ^igaum 
saperius; si h-Vd sive h-d numerus par, in altimo termino 
(§ log Ci - ^}) Valet siguom iopierioi. 

Hincest 



u 



« t 



r.|C08^.C0S(l-!l«^8 ^ 



I - - . cos{ 



|sin^:=.A.tgI!!!i -|co8^ . co8(i -aa«Os 5+ «') 



|4.giD -j-. A.tg. 

I a air 

■ i-ac^cos — 



. Sir 

atsm «- ^ j^ 
^ -Jcos-^ . lg(i-aa: cos -;, 

air « " 

-ac^cos — 



• • 



'd»! 



1+ J 

* i-apcdt^-^ 

[.|log(i-ar)T§logCi+«>! 

m 

+.in*'. A.tg 1 • ico. ^^ .lg(l.a«co. ^ +«^) 

i+ico.^.lg(i.aaco.^ + x») 



+.in?^'.A.tg. .^, 

d 



• • f • • 



« 



+tin - . ' .A.tg. fj,, 

** i-xcoi— 3" 

Cl 






a 
\ +iIog.(i.a:)iilog.(i + *)- 



+«.) I 



13 

Termi&o § log.Ci+op) sigoatn •uperlag adifcltar proft-^ pari, 
inferiat pro b- d impari. * 
I Pro 6=0, sive rf=o, formala proposita dfrecto adbiberi nequit, 

I qao7autem nihil nos moratur» qaam pro £{ = o, aerles in bancce 

. . jr« jc* X* 

abit ^+ ig^ + ^^ + , 

quam infinite magnam esse per se pateij pro ftr=o, primum termi- 

BQft — infinite magnam esse apparet, qaare religai tantam consi- 

derandi veniant, qui, facto 2d=:fi, !n aliam formam, pro qua 
fr(sive/3).et d minime nullae sunt, transformantur. 

Qaare nibil reliquum est, nisi ut constans adiiciecda difiniatur. 
Quam ipsadi = o eue facile patet. Qoum enim & et ^ positlvns fece- 
rimua, aeries Ipsa pro x^o, evanescit. Idem accidit singulls ex- 
pressionis sommatorise terminis , qui partim A. tg. o, partlm lo^. i 
partim x=o factores babent. Unde Con8t* = o*o=a 

§•5- 

Ut jam ad seriem nostratn ipsam revertamar, pro x unitis re- 

stitaenda est. Qao facto primom Arc. tg* eliminari possunt. Bst 

enlm sin ^ =3 sln } ^. cos| 0, -• ; . 

i-cos ^ = 1 - (cos|^)^+Ciinj^)^ ♦ i 

==(«ini*')^ ' -^ 

.- ±5 COt^^ 



<r-0 rtf • ^ I ^ 2fr (£(-l)<r 

s tang — -• Hinc , si pro ^ | j, T » • • ' • — T^ ponimas, 

X im ~- sc atn ^—-z — «- 
Ji.tg - ••• A.tg-^ TTf—T-» qnonisitx=i, fiant 

ir , _ (»-l)« 

i-jf oof- . I'X COS - 



/ 



J4 



Deiode serler ipsa, cajos terminl hoice factoret aabenfc^ nempe 



d d 



l 



d "^ i< • d '•'" <i 

brevissime e^^primi poteat Est eoim» algnificante e basin logarlth: 
monim oatQraliam» * 
siou + sia3tt+ + sid iu s= 

-^i^ J o-uv-i . e-3uv I - . . . . c-^uv-i \ 

I I eu V-t « e<^+a) u V-i e-uv-i . e-<<^+2) u v-r 
a V^- ■ ( I - e^^^V-i £ . e-*u v-t 

Hajus formolae termidoi ad eandem deoomioatorem redacondo, 
et pro bioia stbi iovicem respoodentibu^ qoa^titatiboa e^iponentiali* 
bua, trlgooometricas^^poneodo» ioveniea 
2 fio u + sin iu -,«in (i + a) w. 

a8inu + sin/K-siD(^+2)tf ^ * ' ^ 

SimlHter est 

^ C08Z^+COS3i<+ . • . . 4. cos^u=s 

j|e»*V i4.c3"V-i4.. . . . ^.e^uv-r ) . ' , . : r ^ 

5 J + e-uV-f^. e-3uv-i . . . ^.e-'^-' I ^ / 
i e» V-i - e''-**») u V— 1 e-" V— I - e^c^+a) u v-i 



i1 "^ r_ 



'— I- e^(W)uV-T T 

I . e-Ju v-i 2 ^ 



qase formalas simttiter atque saperior tractata in hancce abit 
j^ C08 ^ « » coa ^/4* a> tf . 

^ * 1 -coi au "^ 

X COS^tt-C08(/+2)a • 

3F- 



tin tl> 



Hincseriem, et. quae ei aeqaiparator , expressionem differen- 
tiando, et ntrobique signa invertendo, ^t, quse inveniantor, sub eoop 
dem denomrnatorem redacendo^ erlt 



• 



V 



\ ^ 
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48in zi^ /+2C06I/. cos J^u- 2ro8 i/.co6(J4-2).Jc ^' 

Haec ut ad seriem a sii^ubus pendentem in expressione supra 
relata exrantem applicentur, illa in basce duas dispescatnr: 

•w(iin -5 + rin ^ • • • +8in V-Jv— y 

d d d ' ' y 

- - (sm -- +3sin ^— 4. . . , + (rf-5)gm S— Lixr^A 

qaae, si tantisper, brevitatis causai pro -iir, <£- [}] llteras k^ ^ ger- 
vamus, fiunt s 

-^j^: (2^*in W +«in ^ttr «n (>+>i>K) 

ir • WsJBili «In ^ 11 i- (^+ a) sin u. sin (J'+ 2) w ) ^ 

* 4fi(8}ni«^ /^+ acos u. cos ^« - 2 cos ii.«o.s (Jf + 2) «. . \ ^ 
2d»inu^ + c{8inxi.8in^ii - </8inu,8in (^+2)11 

- #8inw.«invri« + (ir+t>8fnw.«irf(^+2)ii 

. - , T 2COStt,C08^,tt+ 2 0081/, C08(^+2)tt 

Substituendo jam pro i ejus valorem £l-i2 sive d-j, expr^sslo 
parenthesibus comprehensa utrpque casu per diversas in trfgonome- ' 
tricis expressionibus solenneg transmutationes ^ slniplici^siina evadi^^.^ 
Fit enim i) pro^ — rf-2. (propter rf-* = 2, rf*#-2=o) 
H £f sin^i^ + 2 sin u sin (cf - 2) x/ - 2 cos ucosfd- 2) i/+ 2 cos u cos //u 
^a rfsin u? - 2 cps C^ - 1) i/ + 2€08 u: ros rfii ' 
= 2 /< ain 1/^ -» 2 sin'K« 8iB du $ indeque tota ^expresaio 

• (c{8inii-8in,<2i<) 




a) Pro i^d-tt iidem illl termini sunt 

2 rfsin ii^ +8in tt. sin (d-' l7i/+sinT/'8in(rf + 1I 11 * ' ' 

• 2 cos II. cos (rfv !•) ti*+ 2 cos iii c6sXrf+ f ) li , 
I.e, Cqtiia-cosii.cos (rf- i)xi+6in xi8in(i2-i)ii = --C0jc{ii 
co8 iicos (i/+ 1) 11+ sio XI sin Cd+ 1) «•s=*+M>«dW) 



^2d§XT\U?- C08 U.COtCd' i)u^ CO$tf. CO0{d +j) u 

= 2 c/ sin u^* - 2 cosi u« tin II sifi <^« 
et tota expreasio 



—7-; — r . (d. sln II- cos i/. sln rfji) 



Sobstitaeodo tandem pro zi ejus valorem -r > fit sln i/ii=f in iv, 

i. e. y qaia b namerus integer est^^so^.^eamqae ob caasam, ai?« 
t^d'2 sive = <;(- 1 sit, ojDties a sinubus^^peudeoteg tecmini 

ir 



2IU1 j- 

Quae expresslo eo casa» ijdb d^i falllt. Tooc enlm termlol a 
•Inobus pendentes ips i evaoescont, mlnime aotem , quod terroinaa 

^ mp 

•ammatorlus contlnet, sunt - =^ c^, 'Quare, at ubivis adhiberi poi* 
•itf pro illis a ainobiu pendeotibo» expFessbnibus ponl debet 

vel o bocque Ita declararl» ut pro ^=1 bttbeatar o^ 






ceterii 'feasibat — 






Porro pro jp = i» fit i«-2J?cos04.a:^ss3(i-cos0)s4aIn|^^^ 
Indeqae log Ci - 3a?co8 j + a:*) i « . feg(i ^ o^jccor ^ '^^^ +x^y ^ 

2log(2sin ^y • • • • gIog(>sin ^ d J* 

Tandem («<» - 1) log (1 •a?)sx(x^-« 4. ««^^a-f ^ . < -I- 1) (jc- i)log(i -«) , 
quia (x- Ol^^sC^ *^) ^}^l^9: aequipar«ti|r»,*^J[. evanescit 

.1. . Hinc 



j^ .'.x 



M ■ « 



*) Tide$. f . httjiw Ubelli» 



. - V. Aid I- 
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Hinc fit 



v^l o> 



r f 
r » 



28in 



l)... 5= 



K] 



— 2 cos -- . log (2 sm -.) 



-S^+73(l_.^..-3*« l.»/.„:«3* 



rf(6-rf) ^d^ 



— 2C0S "^f^ * log (2sill -^, ) 



_2cos^i — '•^^ . log(a«in ^ — ^ — ) 
(T log 2 vel o) ' 

ubl tcf mlnns W-;^ taotani adest , si b^d^i\ ^ si rf >. l ; 

2sin ^ 

- d 

Jog 2 deficit si fr et & JL ^ simnl pares sive simul impares numero 
sunt, i« e, si d est numerus par; negativo signo Tentt, si b par, &:t^ 
imp%r; positivo» si b impar, b^d par est* Reliqus ambiguitates 
per terminorum progressum ipsum fafcile tolluntur^ Quodsi d est 
namerosf par, haec expir^ssiot quta.primus eC ultimusy secundus et 
penttlfimus, et sic porro, terminorum a cosinibus pendentiam» iuogi 
posattnt, iteram simplicior evadit, 

-acoi^jT.Iogtg-i 



i 



2sin — 

cf 



%d 






I 



7 3^* T I. 3* l 

l;el,*(ii^.logtg<H:33>:^J 



lo qaa ad primam ambignitatem.resoWendam regula primasupra po- 
siU adbibenda est» reliqa» per progressum ipsum tollantar. 

C - 



- »8 

Haec formula e stiperiori ita fit Pto^ nomero pari» evanescit 
ultimus terminua (log 2); quia autem Dumerua par aemper > i» pri- 

mua eoruffl, qui iotra parentheses habensur, / — ~7~\» semper 

Vasin-/ 

adest; eorum, qal a cosioibus pendent, ultimus fit 

(d'i)bit , ^ . (rf-i)« -, ^ . 
acos ^ — j^ — «logasin —-. Est autem / 

(d» l)fcr , bw t , t . fctr ,• . . 

cos ^ — 2 «= cos fcr . cos "2 + iin 00 • sm -^ » (1. e. 9 quia propter 

§. %., ohd parem, b Impar est,) 

bm id-l)ir m m ir • « 'm 

ss*cos -y ; stn — /-- = sin ^. cos -, -cos-*« sin --s=cos— ; er- 

d . ad 2 2d z 2d %d 

go hic oltimns a cosinibus pendentium terminorom cum primo juoc- 
tus»2coi^ log 5r.= acos-r .logtg-^ 



Similes ob rationes fiunt secandos et penultimns horum terminomm 
ss 2 coi~^ • logtg ^ et iic porro« 

Ultimatn par termiDoram Ae jongendoram eit 
2Co«^iijS2^ logtg <i±p3>?. Po,t qaod, Cpro d pariter 

parit abi 2, non i habetur) singolus terminus sequitur» nulli joii* 

gendus, 

\dbw . . ^dm 

2 cos 3_— , log 2 sin 2_- , 

qul aotem^ quia ft impar est, propter cos -- «o» semper evaneiclh 



/' 
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Htnc formala snpra posfta efficitar ^). 



*) Forma)» ab ea, q am illastri.*ooietati. Hafniensi proposui^ eo nonint 
itifTerttAt , qaod ibi termini a sinubtti pendenles 

(fLi2j! .sin *Jr + (ili>J! ..in 3*5 +,.. . 
d . d ^ d d ^ 

nonduBi saoiniati , neqne pro d nnmere pari ultimo loeo pestfa nninatio 

«dhibita erat. Has quoque sdmmationes adhiberi posse, montiit eekberri- 

mus roibii|ue oonjunctitsiiniis O. Prof. de Bchnenberger. 

Aliam quoque eamque faciliorem methodum me doouit idem rir eel. for- 

jDuIam siimmatoriam supra potitaifr inreniendi quam hrerissimii hie indi-, 

•nre jurabit« Simplicissima primum seriei forme 



1 i 



_ + — + H . • . • ia inf« = F . 

I 3 .5-7 9-»» 
•omparan potest eam hacee 

— — — I- h =»/ — ; — r =» Are. tevg sf 

I 3 5 7 ^ ^ +** ; 

Quie enitt hssc sertes est 



1.3 57 



luhstituende loco « | i » habetur 

i 

JP = I Aro.)aag i ss i 
Oeneralior deinde forma 

simili modo cemparatar cum haece lerie 

/x^'^dx j^ . 

— . • quee pre il > &-i eil 
1,+« 



\ 



Ca 
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S. 6. 
Qtrae Qsqtiedufn exposaitiius, at exetnplis illafltreotory contide* 
remas primum series , in quibus b et d jam ita comparati sunt, ot §. a» 
3. supposuimus. 

Sitsecies 1)4- + -i- + JL 4. 

^1.3 5.7 9.11;^ 

nbi ft = I, d=2. Est itaque, ob d parem, formula 2) adbibenda, nbif 

quia b^ d <i, primus terminus deficit; eorum, qul a cosinibns et 

logarithmis tangentium pendent, nullus adest, quia ultimus, propter 



o . ^ d d 



\ 



^ obs -3- . Iog(i-a*cos —. 4. x«) 



flin 



«in2_ .A.tg ^ 






sin "^ 
a 



4.sin ^ hljLi . A. Ig • ^ 



K 
t 



.ieo.X£il2l>^.iog(,.3.o.. c^-rii«) 4. ,.) 



) 



\ ITilog(l+jr) velol. 
Series sio summata, quum sit 

■- M6-M) + (&+»,^)(A+3S) ^*''"' 

pro X as I , ftt 

''(MTf^O + (TTI5J(H:P) + • • • • ^ = ''♦ *' 

Hinay in exprssstone sitmnialoria, pro x ponenio i, et itt reliqnisal 
mpra faotam est, procedendo , eadem pro serie nostra siunroatio habebttw. 



j il- [xl ^ I ) baberi nequit , ut sit 

S=^l .-T^ — sive, qoia sin j = !# 

2sin- 

2 

Sszi -zr qaod idem §. prima jnvemmus. 
Habeamos deinde 2> seriem 

nbi ft = i» <f = t; ob ^ imparem formnla (1) adhibenda est, in qua 
primus terminus itemque primus intra parenthetin evanescnnt; postre- 
snus, quia b impar^ b+d par» iit + log2; intermedii« quippe quo- 
rom oltimus, qoia c{-i=09 non adest, plane deficiunt ^)« Hinc 
e«t iS == f log a = 0.693147180559945309 
Sit porro 3) series 



A • 



5.8 ^ 11.14. >7.ao ^^ • 
iibi6=5, rf=3, et iterum ex formula (i) comptitari debet» in qua 

qula b'd> i. primus terminus adest = — • Quia b Impari b d 

par« habetur etiam tern^inas ultimus » + log 2. 
* Hinc fit 

5 »•— + --\-**^ 2 cos 5? . log (2sin ^) + log 

< ' 2 sm 'i. ^ .' • 

3 

r 

- = 5 + |(- — ^ -icoi -^ lofr(asin ^) + Jog») • ^ .. 

28m- 



•} Revertendo ad fim exprosfioncm in qua jr^dest» inyeniin«i solum, de 
quo lermo esse.posset, terminttm log(i-2^cos. +*')^in logarifhmoi 
(l +^) jam trantisie. 



2Z 



^ 



et, quiaasin ^ « atin 30<> = 2.^ = ii logisio/ 
* = J + J(log3- -j^) .ire. quta .ia 600 = -^ = -^^ 



arin6o** 

2tin6o^"^ 3 

i/^a = 1,732050804680 

^== «»047197551197 



= i»8i37993<^»a 



a iin 60° 
^ logiz = 0,6931471806 

S = 0,0421497477- ^ .j ^ j^ 

Habeatur 4) ne exemplum complicatiofii compat deiideretari teriei 



+ ' + , — r- + f 



16.25 ^ 34.43 5«-6i 

nbi &=i6, d=9et formula (i) adhiberi debfet; in qoa quta 
6-rf> I, primui terminui adeit = -^. Qaia 6 par, b-d impar, 
habetur etiam terminai ultimoi, at ilgno negativo = - log 2. Hinc eit 

s=i 

7-9 

-«coti^ .log(at« • ) - »00.. 3ii6f •iog(a.m 3«) 

Laco.5li^. logCdiin 5^^ - a«oiLi£5. logCadn jj')-^<»«« 

!- -V-acoi^ .log(2iin i)+2coi 25 . I6g (aiio 25) 

+acoi - . log(aiin 5f ) . acoi ^. logarin ^*) - loga 



• 
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7. 9 9 9 



90^ 
sin 40^ 



s 2 cos 40°. log (2 tin 10°) + 2 coi 6&°. log (2 »in 30*^) 
+2 cos 20®. log (a sin 50°> s-cos Eo**, lq|; Ca sin 70®)- foga^ 

Hjnc valor seriei ita accuriite computetar ut ope tabularani vul- 
garianiy v. c. SchulzianarQm adhibitis portionibus proportionalibus, 
licet Habemus qoP = 1,570796 
log 1,5- • = 0,1961198 
log 81040^ = 9^8080675 



l 



90* 



0,3880523 , ut sifc 
='2,443723 



logbypsin 10° =- i,75i>72399 
loghypa =+0,69314718 

I ^ 

- I1O575768I 

log, 1,0575..= 0.0243120 
log cos ^o^ = 9.S842540 * ^ 

log 3 ssz 0,3010300 

o,:!o9596o 
et hlnc, qnam logbyp oegativds sit, est ^ acos40^Jog(2sinio^) 
s + 1,6203020. Terminos seqnens, quia 2 8in3o^ = i, indeqae 
log hyp 2 8in 30^ == o, deficit. 
log hyp^sin 50^ = - 0,26651509 
log hyp 2 =«=+o»693i47i8 

+ 0,42663209 

log 0,42663 . . = 9.<S3oo535 

log cos 20® = 919729858 

log a = 0,3010300 

9,904^693 
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Est ftaque + 2"cog 20^. log (2 sin 50®) = + 0,8018057 
loghypfin /o^ =- 0,06220246 
log hyp 2 =+0,693 '4718 

0.630^4472 
10^0,63904., = 9.79;99i4 
' log cos »0^ = 9.2396702 

log 2 = 0,3010300 ■ 

9.3406916 
-acog 8oMog(28to 7o^> = • o,2i9i249» 
Est tahdein log 2 =-o,693i47i8. 
Hinc habemui terminos positivos 1*620302 

0^801806 



terminos negativoi - 2,443723 

^ 0,219125 

- 0,693147 



2,422 log^ 



- 5-355995 
indeqae lammam omniom in parenthesi comprebensarum quantitatam 

c ^ - 0.933887 .... 

ejusqae nonam partem = - 0,1037652 

cai addendo } = + 0,142857*'* 

+ 0,0390919 

hanc que lummam per 9 dividendo habemai S = 0,00^34354 "" 
Facileaotem^ si ad genesin hujus numeri recurrimus, perspici* 
tur, sex tan(um priores figuras decimaies cercas esse posse, ut certo 
•it ^ 5 = 0,004343. 

Slt tandem 5) aeries h — z^4« ••••• ubl 6 = 9, d^lOf 

et formula C2J adhiberi potest, Quia h^d<ip primus terminut 

de^st. 
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deest. Est Itaqde 

\ 2 sm 7L- 



-2cos?^.logtg ---acos ' *Jogtg2jrS 



Haberoufi 90** = «o70796» 



log 1,5.. = 0,1951198. 
log8ini8°= 9?4899834 



OJ05J574 



90' 



loghyptg. 9^ =-\8*2f3o, 



log"i,8-. — 0,2654616 
Jogco8i8''- 9,978io63 

lOg 2 = 0,;)0 10300. 



5.07*51 



.„ 0,5446979 

itaqac a cos i8®- log tg 9° =-3,50508 
log hyp tg 27O = - 0,67427549» Jogo.67^ •= 9»8288373 

, logcos 54°== 9,7692187 

' i log 2 = 0,3610300 

9,8990860 
jtaqac a cos 54° log tg 27^ =- 0,79266 



0^77377 

5*0,0077377- 

iScricrnm,quae, anteqnam sumaientar, transformari debent, cxem- 
pla haec sadto. Habeatur 

• 2 % 

1) series 5= — 5—- + ,ox ^,. ' + • -^» • • 
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nbi d est niitr>erus fracfus. EHmiretur itaque primum fraetio. quod 
fit muitiplicando per 9, et habebitur 

35-45 + 55.65 + 

Qunm jam fr^35f dssto ioter se non slnt namerl primi^ divi* 
datur per factoris commonis quadratum» ut babeamos 

«5 "^7.9 ^ 11. 13 ^ 

Series nonc conslderanda 
1 1 

7.9+ 11.13 + • • • • 
in eo tantum ab iis diversa est, qoas snmmavlmQS, qaod fr- l>ad. 
Est enim &*i=6» adss^ Quiaautem, 

series — - -+ ;; 1- ..• . obi 6-1 = 2,2^=4 ergo i-i <2d 

3. 5 7' 9 11.13 

e^ antea expositis sommari potest , et est 

S^'^( ' +^+ ^+ A)0), 

25 ^3-5 7«9 ^ n.aS 3-5^ ^* 

tota summatio ex prius deductis perfici potest. lo serie 

3-5 ^ 7-9 H. 13 

est6 = 3, dss2t Qt formola (2) adhiberi possit Qoia &-i£s:t, 
adest primus terminns= — ; termini aotem a cosiniboi pendttttes^ 
quia nltimns non datur, omnes deficiunt. Hinc habetur series 
= l+i« — - — "^* (quia sin ^-^ = -sin - «=- i) 

2 

= I - T •* «»t^73«59i830«275845 • . . 



^i^m^mmm^m 



») vide hiijaiiibelli $. 3. in fine. 



»7 _ 
Hlnc aabtra hendo ^ = 0|06666666666f>666666 . . « 

0,040634251634609179 • . . 
et dllFerentianii quia -- ^ --^1 moltiplicando per 8« 9i divldendo 

per 100 

0,32507401307687343« 
3^25666 1 1 769 1 860888 

e«t 5'= 0,02925666117691860888 
Habeatur 2) series 

qa^e forina seriel ab illostH aocietate propotltae pfo b^^lt , <f ss-lt 
sive fr = -iit d=^+2 sabest. Ex antea observatis ^) facile deduci- 
tar, serlem ti a qaarto t«rmtno initiumejas fit, talem evadere^ ia 
qaa tt b tt d ppsitivi sant Hisce enim factis, fit 

— + — + — - +..•., quam §. 1. invenimas esse = — . Cui 

addendo terminos tror priores ^V + ^ + f » ^^ 
S s5 0,764703710835924616 ..... 

S- 8. 

Anteqnam ad alteram sommationis metfaodam progrediamar^ se« 
qaentes de priori observationes adiicere javabit. 

Obiervatio /.) Sant casae p iiqae haad paaci , qnibas methodo 
]am exposita tfammatio nalio fere negotio, ope tabularam pro circam- 
fereotia circuli , logarithmoram naturaliam , functiontkmqoe trigonom.e- 
trtcaromt exactius perfict potest, qaam amqaam opas erit, qaod 
V. c in easerle, quam illastrls societaa i^sa numeris propbsuit, et 
In reliqais^-^qaas sapra computavlmas, excepto tantommodo quarto 
exemplo $. 6t3e, accidit. Sant aatem alii^qaibuseadem methidus looge 



*) vidt lii^w libtUi J. 3. , 

D a 






«8 

4 , 

difriciliof evadit, iiqne duplicis generls, pritnum» si differeDtia d 
magnui numerui , praectpue impar, e$t; deJiide» 61 seriei priinus ter«c 
minus ita comparatus est^ ut e! parti , qaaS summari potest, termloi 
addendi Bive inde subtrahendi sint. ^Prioris difficultatis exemplum 
§• 6ta num, 4. habuimus; posterioris exempla series 

1- -: • • . . . m mf. 

399-397 395.393 

vel 1- ■- ..... m mf. 

399.401 403-405 

quarum prior est 
i..+ JL + ..: iB inf. + —1— +--?—+.... -1- 

^•3 5.7 399-397 395*393 3.I - ^. 

posterior - 1 , 

— + — + . . in inf, — ( — -i 4. ... 4. . — ! ^ 

3-5 7.9^ * 3.5 ^ 7.9 ^ ^ 3i'5.«397 • ^ .^ 

ita ut io utraque , praeter facilem seriei infinitae summationem, fere du- 
ccnti terraini iique ipsi computatu haud faciles, addendi vel subtra- 
bendl veniant. Qp^^ae itaque pretium erit, dillgenter iiiquirere, quo- 
modo hae difficultates toUi possint. Quod, quoad pbaterioremV ad 
aummationem seriei nostras finitae. v. c. 

f — + .•>• + 



1- 3^ 5- 7 397. 399 

+ ITTi + •' • • • + 



3-$ 7.9^ 395-397 - , ^ 

deducere facile perspicitor; p^riori autem alia methados aeries nostras 
infiuif-as snmmandi medebitun 

Observdtio II. Via, qoa usquedum ingressi samQa^ prseter 
geries ab illustri societate propositas , alias etiain facile sumxnari posse, 
hic breviter indicandum est. Seriebos enim, quas nsquedum coo^i- 
deravimus, numeratores adiici possunt, ut sit 



I 
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% 

iive, separando x^+* 

sivej ponendo y pro ^t ^ 



• • • 



caqoe summatio «eniper procedit, Ax<i\^ fiive ^ > r. rormala 
sammatoria pro S habetor §. 4. unde patet >pro x <r 1. omres ter- 
minos pos«ibiIe« evadere, qaod pro a. > 1 secus flt ^^'). Hinc est, 

1 b4.d ^+^ 

qniay=a:-«d, a:=j^-|i, a:b+d = /^. 53- T^&.y^^ 

Sit V. c. proposita «eries — + ^.^ + rr • ■^ + "-^ .4+--=^r 

1.3 5.7 1 9.H a» 13.15 a« / 

abi ft = i, flf=2, y = 2, ergo a;=2^^, r=2l S^ S^ quia, ob 
ft - rf < I prirous terminar deficit, ob 6 et i + ct impar, sigrium in- 
ferias valet, crit ' . 

l««(»in-.A.Cg i -jooi^ log(...)-|log(i-^qsJ4.|logt;i+ar)j 

" • i -w •• 

sin * . A. tg ^ - § C08 ^ . log (.^ + i logC I-ar)- 1 log( i+a:; 

• * , < 1 • X COS -r , 

* • . 2. ^ ' ■ , . 




■*r 



*} Haec series ope formulae generaiis Bohnenbergerianae, unde vir celeber- 
rimiK nostram deduxit, «ummari ncquit: omnino autem fli\9ie eaeque com-^ 
plicatiores. ^ • ' ' 

**} Quum emm tangentes nuUot limiles babeant, «b Aro^- tai^entium nihil 
impossibile oriri potest. (Log-(f -2 Jroos^4*'L')» qutim 1 -3xcos^4.jc' 
nnnquam n«gatiiruin fit, iiejin impossibites Aerir n^queunt. S^d Iog(i~x) 
impossibilis fit pro x> \* Annt lioc- impos&ibile eliminaii possit, nune 
disqnirere non vaoat. ' 



N. 
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et, qola «in — = i, coi — = o, a: = 2-"l 

'/+ A.tg.2-i+|l0g(l.2--)+5l0g(l+2-V) 

«= i Ci+a-*)A.tg.2-^.K«-a-^)»<>g(^^^) 

givc , qaia log 2""^ = 9,92474^5 

«t hinc A. tg, a-^ == 40"" 3' 37"»3 

= 0,699185^0 

1 + 2"* = 1,8408964 
1 - 2"* = 0,1591036 

log natCi + ^""^) = 0^6102516 

log nat (I - 2~*) ==- if 838*998 

i+a"^ 
log nat (-^— -:) = a.4484S«4 

1-2""* 
1+2""* e= 1,7071068 ' ' , 

4(1+«--*) = 0,4267767 

(i - 2""*) = 0,292893« 

5(i - a""*) = 0,03661165 

S s= 0,4267767. o,6g9i85ao - 0,03661165.3,4484(14 
= 0,2983959 - 0,08964184 

= 0,2087541 

T = 2*. «S = 0,3510813. 
Habemiii itaqae 



>. 
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Quam sinus et cosinas arcoam tnaltiploroni «^ ope qaantitatam 
imaginariarum ad pot«»Cat€8 reduci queaot» bac eadem methodo etiam 
series hujus forn.ae 

sinib + d}(p 8in(ft"+3rf)^ ^s\n(b+r^d )0 . 

five 

cos^fc+rf)^ c os(fc-f 3rf)<j^ cog(&+5rf)0 

6.(6 + rf; ■ + ih+id)(b+zd) + (6+4d)(6+5^) +••'• 
sammari poase» vix dubitari potest. Quod aotem diligaotiua expo^ 
^nere oeqae hojos loci eit, neque nonc vacat* 

B. Altera methodui* 

K 

$• 9« \ 

Haad ignote saat hae ■ommationet 
- » . » 1 • ___i I T - 



,+ /-_L.\<'-^^/-J^.t +' »• + 



0»+»(H-2)(i+3) 7H-a)(y»+3)(p+4) "•••■*" (H-*)(H-«+i)(f +*+«)"" 

I ^ T I 

*• (p+DO^+a) ■ 3 • (p+»+i)0.+*+a) 
et generatlm 

. » , t ■ , I 

o»+j).-(f+/)^(^+2).-(i'+/+i)^:""*"o'+»)..(p+«+y-i) = 

j_ 1 ^ -L 1 _ 

/-r (f+i)-.(;>+/-i)"/-i ' (p+^+0/.. (/>+*+/-!) 

Hinc fit, ai facimoi P =* ^5 - ^ > dividen^o per (arf)* , (ad)* , , . 

J^ft+id^^^^^H-ad^tfr+^^) +• • • +(6+5(x-i)^)(6+S:rd)'*. /T * b+^d^ 
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+ •• • + 






I . I 



6.(*+arf)..(64-a/-l)rf) ^ (6+arf)..(6+Vrf) 



+ ...+ 



(*4-a(«rl)«i)...(6+j2(jr+/-2)rf) 

1 



(/-i)arf ^*(6+arf)..(6+3(/-2)rf) "(H-^i^rf) -C*+a('+/-^)^)' 



Serieg oostra 

1 j 1 . , ^ l 

6.(6+rf)"T"(6+2J)(6+3rf) "*■••••+" (6+2(x-i)<?)(6+(2jr.i)rf) 

cpm prima barum serieram 

+ ...+ 



^S 



«y 



6. (6+arf) "^(6+2^)7^+7^ T-...-I" (J+2(jc^i)d)(6 + 2:r<£) 
facil^e comparari potest. Est enim , singulos a singulia tertnios sab 
trahendo 

'^■'''^^^•^».(6+d)(6 + 2rf) + (6 + 2rf)(6+3d)(6+4d) +-"* 



n) 



"*; (6 + 2(«-i)d)(6 + («x.i)rf)(6+aJ^«') 
Haec setles eodem modo facile cum secunda s^* comparatar, ut sit 



+ ••♦ •+ ^ 



trrJ 



(H-aC^-OrfXH-Ca^-O^^XH-ait^^XH-aCJc+O^^y 



Quam seriem cum tertia saperiorom cpmparando ^ fit 



^-*^ 



'• • • 
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^ H-a (*-i) rf> (H- (»«-0'') (H-«^ «^) (H-«(*+i)^) (*+»(^+4^ 
et, dum eodetn tnodo continuamusy generatim 

S-s''Uds''^t.id\s'''' 1.3.5..* (3/-3)rf*^»i<f> = 

t.3.5... <^^/-Orf^(i.(,^,^(,^^^^^,^^^^^ , (,^^^^y+..-. 

Habetar itaque, si novas sic ortas seTiee A', A'% A'^'».«. A(^^ 
voeamus, 

S = s' + A' 

= 5' + l.As'' + A'' 
= j' + l.d.s' + 1.3.^»,/''' + ^^' 
= s' + t.d.i' + i.id\s'''+...+ U^.S...C2f^^)d^^.$^f>+A(0 

Haram expressionum terminraltimi/ aS A^'...* A^'^sift>^, 
decresconty at, pro diversa serierum considerandarom iAdoIe^ vel 
citias vel tardiiis, at semper aliquando, tuto negligi possint. Quod 
Qt demonstrettir» faciamot b et d esse positivos simolque b> d\ quod 
per transfbrmationes faciles obtineri posse §. 3. monltravimos ^)» 
Quibos factis sit series Jiostra > detnto primo termiaOf 

S^it. (t,orro pr^ma terieruiit, cum quibni eam companyimus, 4einto 
«Ittmo teroiao^ *' - (»jj.a(,-.)rf)(t+,>rfj = '« »* •>»»*»*«« 
^ ^ * I ! u j, * 

' ^—b.(b+2d)^lb+U)Cb+^)^ ^{b+2i*-Sir)d)(b+%(x-M 



•) Pro b neeativo» <£ potitiTO| txprtuioatm taepiai dirtrgtnttm eiit txpt* 

nmtjita dottbimt, 

£ 
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Qaarunn expresiionntn tet^tninos tingulos cum-tingulis conopAran- 
do, patet, quia 6 <&4*2^» br^2d <b + 2^ ^^ *^^ porro'» esse 



C»ive, quia S = .t' + ^' ,)> s' + A' - ^-—^^ 



■ % 

Unde habetur 



A'< * 



•Similiter tn reliquis progredi licet« . Sit enim generstim series, 
quae in a^^*'^ comprehensa est, demto primo termino,= U^ ut ba- 
beatur 

u^—^t2: : !__ . 

1.3.... (2/- 3)/"' - *(>+<0(»+a^) .... (i+a'/-OcO . 

I • ■ . ■ . -• 1 ' - . 

=T (i+^Kh+fdXb+^d) . . ib+zfO) + (b+4dKb+id)ib+6^). . (b+*lJ+i)rl) 



*J" • • • • "1 



Sit porro <<0^ demto ultimo termino, = n, ut babeatur 



M = i(0. ^ 



(6+a(iP-.i)d)... (^4^(«+/2-*;l)li<) 



' » 



*.(6+;&rf)..(6 + a/rf) + (6 + 2^)C^+4i).\^(*+ij</+i)d)"**** 



+ . 



1 



(*+a(»-i)d;(*+aa; rf;.... l^ + s (x+/-a)rf) 

Jatii, qunoa i<i+2rf, b + ^d^b+r^d] b+^d, h+&d... 
b + 2fd !a cftraque serte itiveniantur, primus terminus seriei u majbr 
est primo termino seriei {/; idemque ex simiUbus argomentis in re» 
ITqais f^rfnlnis o))t|neU.;£st itaque 

u> U " . ) 

id est . 
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r^. 






(»4-»(*-0rf)... (*+a(*-t/-0<') »J..-(a/-3)df-» 
Ea^ aatem, qaia babetor 

S^ S' + 1. rf. *" + . . . + I*. 3. . . . (2/- 5) rff-^ jCf-i) ^ ^T-r) 

=5= .r' +• . . .+ 1 • 3* .'/(2/. 5) ^^-% 5^--' + K 3.. • • (a/- 3)- flP--^''. + A^'^ ' 
•ive 

1.3-..(2/-3).<i'^' * l.3...(2/-3).df-' 

«t hinc 



^(0 



(6.+2Ca:-l)c^)...C6+aC*rf/-Orf)^ ."'■1.3... (^-3). d«-» 

I 

'>.(i + d)(» + 2d)...(* + a(/-lJ3r 

>v«) ^ *'3.-.(2/'3> <^'-' ^ »• 3. . . Ci/- 3) rf'-' . 

^ '^*.(*+<i)(*+3rf)...(*+»C/"-i)<0 (*+»(«-i)«0 .'..(*+'(*•+/ iW ' ■■ 
Jam, quum per se pateat qaaii|itatum.9 quat mo^o cum diffe- 
reDtils £^\ A''..« A^^ compacavimui^ termin^s positivos tnajores esse 
oegativfs, dum demonstraverimus , illos minores quavis qoantitate 
dabili fierl posse, differentias ipsas < » £erl posse patebit. Sunt 
autem illi termini pro/= i, 2, 3f 4. ./ ^ 

*.(*+<0' "* " (*+i<i)(*+A*' 

h • (*+ad) • (*+rf)(*+4rf)' *.(*+aflf).(*+4rf) ' (^+rf).(*+6cf)! , 



3^ 



5^ 



Ci/-3)rf 



^ • *+irf • ^+4W •^'- *+2(/-2)i< •. (♦+rf)(6+a(/-i)^ • 

^ 34* 5rf («/•S)^ ^ ' 

E s ■ ' 



.Dn{ttt« 



\ 
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miooref mnt, qDla^at fecinnofi, d<.b, et^ eam obcaasam^ termioQS 
positivtSf qui differentiae gerjeraii A(^^ re&pobdet 

< l - 

qu9e quantitas pro iDfioite creicente / minor qoavis quantitate dablli 
fieri potest. 

Quo facto etiam difierentia quantitatis inventae a vero serid ra- 
lore minor est quavis quantitate dabili A^^^^^t Sic itaque demoii« 
stratum est, expressionem pro serie riostra 

iS=s' + i.rf.j" + i.3. rf-.4'"+ i.3.5.<i^*'v+... in inf. 
cujos terminus generaiis est ' 

licet ex infinite maltis terminis constantem — semper enim comple- 
mentum aliqnod A^, A''..* A^ deest — tamen ad proxime inveniea« 
dum seriei valorem utiliter adhiberi posse. Semper enim , si expres* 
sionis illius certus nomerus terminorum computatus est, ex priori* 
bos inveniri potest, intra quosnam limites vitium stetit; et, vice ver- 
«a, numerus terminorum hujus seriei (/), ad quem osque computa- 
tio extendi debet, ut certi simos, ne vitium certos limites transgredia* 
tor, a signari potest *). 



*) Viro tagacitsino de ditciplinis inatbeinalicis ineritistiiiie J. F. Pfarfio, cu- 
jut iiistiationi diligentittimte $i quod in hoc generc tcientiarum profeciy 
debeo* priinain ideam coinparationit teriei notlrs cani iiry quas bac pa» 

« raf^rapho considerarimus , acceptam refero. Quum enim a. 1799» dnm ae». 
demiam HeJmstadiensem ornaret, analyiin infinitomm docenty demon. 
itratun<s tenem 

ss — «f- -^ -Irv.t. finitam tsss, cam c«m.*jhacfb^ 
1-3 5.7 

m ^ ■ 

— + — 4* •••^* comparavil, qtwd aeisio aai alini ante Mn fcMit. 
l«5 ^ 5>9 
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§. lO. 

Utjain, qaae paragrapha antecedente generatlm exposfta innt, 
appHcationi aptiora fiant, primum ad id attendendum est, pro serie 
nostra lo infinitum excurrente , de qua adhuc solum ioquimur, omnes 
terminos ab x peodentes, quia a=sx/i % evanescere^ ua^e est 

^ iL i. 

* - 2d' b 

' 5 • ^rf- b.{,b+2d) . 

^ . . • ^ 



^* Id* bSb+%d)ih+^dS • 



• -* 



icb = L . -i . . \ et Wnc seriet nostrt 

ipsa, pro s\$^\.. hosce valores subsritaendo » fit 

2_ , J^ t , t.3.rf t_ 

%hd "*" %.% ' h.ib + 2d) "*" a.3 * h.Ch+2d)(,b+^d) 



s 



'• • • • • 



I J 1.3.5.^^ t 

Quomodo haec expressio commodissime compafetor» ex regalis 
generalibus facile patet. Logarithmos, nislexactius^qtiaof a^tabula& 
sufficianty seriem computare velis, commode adhiberi poffi;^ patet. 
Id etiam commoditatis est , sequentem termiDum tb ftntecedttite facill 
nodo dependere» at fit ftos • ** ' 

//l'!^ //" ?wx proxime antecedentis^ 

f(h + 2i/-iyd)'^ 

Hinc habetur haecce expressio recarrens 

5 = 91 + » + « + ••♦. + 8'"' + g*<-...* 



\ 
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f 



i.. 



V- 



2ih + 2d) 
4(*+6rf) -^ V* 



! ■ « 



Si jain faujas exprefsionis teminos cutn Iis qUantitatibiis com- 
paramas , qaas §o proxioie antecedente curi diiFerentiis A% A''. • • • A^^' 
cooteodimas , patet terminum generalem ftam» 



1 



h+d 

esse = jyT-^ iillas' qaantitatis generalis ftae^ 

: '•^'^••'•^^•^^^^'''''•*.(*4rf)(& + 2rf)(^+4cO...(ft + K/-Oi 

qn» quantitas« quodsapra deoioBStravimas-, est> A^^^nde habetor 

Sic itaqae, ea^presstonis nostrae terminos computando, faciUitne 
atatim patel, qaota figara decimalis certa sit, qaota iocerta. 

Hojc etiam patetf qup majorem esse quantitatis 6-«- qaam aeqoe 
4!p d positivam ^fse^ jjim antea supposuimus — ad quantitatis d 
rationem eo celerias expressionem nostram convergere, Qaare 
utile esse potest^ ne nimis multos expressionis ipsius termiDOS 
computare necessehabeamus/seriei propositae,termino8 allquot prio- 
res vulgari mothodo compatare, qoo facto primus denominator primi 
termini seriel, quas superest^ «ammandas (^) majorem, ad differen- 
tiam (cQ rationem indnlt. Quod enim in priori methodo necesse ha- 
btiimas , ut sit fr - 1 < a «{ eo in hac altera minime opas cst^^ ^Ex com^ 
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hArd 



i t(f> 



I j. 



t t 



.i t 



• . t • < » 



9 •■ •» 



iq ? 



faciJUme inferrl ]lc^t^.cpsf^ergent\^D exprajsionis ^^pf tra&^guamxis^quod 
aluiJode K^tetj^ num(^aaiii .p,lafij^ cessat , f amen ^s^per tardjorem Reru^ 
Qoare rato m^ignas terminorum i}umeri|s. uti|it;er c^mputatur. H»ud 
absurde potius bant regulam tibi Ceceris. ue sk numerus termtnorum 
conipQtandorum 



". •«:. r': 



> !j 



*-,f{ 



i\ ^ - •» '' n '-. p .!;; .= .!• • • 



£Qia tantum prp 

J^s=: ~r^ y viitiftm ACO^^^r Kreif^mQs ea -qjBaii^iJt^fce , i(|uie e% 

ultimo tefmlho summationi seriel ipU^^^ac^oltur. Qunrdsf hi tefmifii 
oon sufSciunt, potius est» majorem terminorum seriet numerum 

^ f 4 

modo vulgato computare, qao majds ,6 obttneatur. Qnia autem 
e^^S8ionera<sem^Fcomi)tMiV}'co0p(atb' de»^^ 

taere diificultases haud parvas parere solet, utile esse pot^st, s{ 
tibi propositum estcertum numerum frgutaram decifhaliul^ inVenire,^ 
ante coeptudi computum absoluUm expressionem pro vitio ^ ' 

iive facifnorem it mintfs .ic«6nHsltei«' •':'"'" ' ' i£" ■'iR^'"-' •^'■i '•■''-■ '"■ 



£^^< 



♦ « 



(b + d)(b+,(f^,)d) . • . 

considerare. Sl enim hinc patet» Qt vitium sat parvam {iat« eise 
fac]endam/> ■ "v ^ hoc tibi indicium esse potest^ aliquoc adhac 
terminos seriel modo vplgari compatandos esse» at6 crestat." Et hoe 
modo tam diu per experimenta coDtioaandum est^ donec pVo/^^-Tj-^ 
error A*^^ sat parvus factus sit 



2a 






4^ 

Prseter eas seriei transfortnatipnes , 'quibns opus eit , ot 6 et il 
numeri ppsitivifiant» nullasy ut faa^c tuethodusadbiberi posslt, neces- 
sariae sunt; utiles praeter eas, quibus ratio quantitatls.6 ad ffinagna 
fiat, interdum a^jb^uc eae» Kluibas b e^ d numeri^integVi int^f se pri- 
mi fiaat. Interdum kut^^V sibae trat^sformationes ipsae hhnis opero- 
sae sunt, commodlus est^l^summationem Ipsam absqae'ilHs instituL 
Sic etiam, at loco irrationalium rationales numerl proximi ponantuo 
opus non est* 

Quod in priori methbdo locom invenit, sommationem ea.pom* 
plicatiorem fieri, quo major sit d^ id bic etiam aliter est. 

£x quibus omnibus coniici licet in moitis casibus, obi pnor 
flnethbdos propteifikRilnft tmnsfcrmatioDes ^ vel propter najorem qoiio* 
^tatis «{ vaV^rem Tald^ .fitpefosa e^ti; hitocce faciliore^m esse.. 



Qoae. 9ipDh|.q^o «hriiora fiaot»; t^^it^h aiiiifio. i) Serlei pro< 
poslta Mt - . . r 



' ii' 



• • • • 



101.104 . 107. 13>Q ., 113.117 . , 

obi fr = t6i, c{=3.' Hic qoia b perouigBaqi ad^ rationem babeti 
absqoe cons ideratione exprj^onii pro A^^ p&tef ^ moltss ^goras de- 
dmales sat commode ita compotar^ pos^e ^ ot sei^^es tommaiKLa a ter- 

mioo ipso incipiat. lo expressione recorrente proNS^esl 



** 606 



$B» 


3 
a.107 




'? •*;* 






3) 




D = 


3* 5- 3 


. e 








4. »19 
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C = ^-i^ . S 



5< 125 

et binc 

000165016«; 

+ 0,000023133 

S =} +0,060001228 

+D,Doooboii6 

. +o,qoocoooi5 

qai qninque termini» ut 7 figurae detlmHtB certae siat» iufficiant 

Est enim error 

/#» ^ s» ^ 
A^^^ < ^ . 0,000000015 

< 0,00000000468. 
IIlos terminos addendo b&bemas 
S = 0,001674657. ' 

Qaibas qninqae terminis sl qaataor alios adiiclmas, qaod, qaia 
horam paacas, tantum fignras declmales computare necesse est,^ sine 
molestia perfici potest, decem prtores figarse decimales vitio vacaae 
eront. Sic babetar 

0,001650165016 
+ 0,000023133154 
+ 0,0000012283^06 
_ + 0,000000116122 
S ssif '¥ 0,000000015607 
+ 0,00000000268 1 
+ 0^000000300553 

+ 0,000000000118 
+ 0,000000000029 



' 0,001674661586 
Hic decimam figaram ab errofe llberam eue inde patet , qaia 



Aix ^ ^'9* OtOoooooooo629 

^ o 9000000000016« 

Honc compntutii longe facilioreoi esse eo, qno baec eeriei tecuo- 
dum priorem methodum summaretur, facile patet Ibi enim, quum 
series suminanda ab eo termlno incipi debeat, pro qoo &-x < a^t» 
babemus 

5.8 ' 11.14 / / 

11 1 

• • • • 



5.8 11.14 95.98 

qoarum prior §• 6. num. 3 facile quidem gummata est : at operose 
tubtrahendl essent quindecim terminl Uque non omnes faclle compa- 

tandi, ^ H 1- . . . H r. 

'5.8 .11.14 9598 

ay Series proposita sit 

T TTTz " . rm f • * • • • 



I*-25 34-41 5a'6l 

quam non sine taedio §. 6.' nnm. 4. ita snmma?imus ut sexta £gbra 
dectmaiis certa esset. Hac etiam metboda adhibita, si a primo ter* 
mino inde serlem summare institueremns , computus operosior esset» 
quia i=l6 non multo major quam d^g esset. At modo vulgari 
compatando quataor primos terminos 



+ -r-r + 



16.25 34-43 5*. 61 70-79 

restat series 
1 . t 



88-97 *°<i- 'i5 

pro qua ft= 88, rf=9. Hic, quia -^ = fj >. 5, quinque fere 
termini expressionis commode computantur»,pro quibus error / 



43 .. ^ 

88.97v'o6 »24. 142. i6o 

< O,OCX30OO5 

ut sexta figura decfmalis certa sit , S^ aatem septimam iQvenlre 
propositum est; adbuc termlnos modo commani compatemus^ 



88-97 116. Il5 

n^ sit series summanda 
1 t 



-|* • • • • , 6 s= 124» <2 = 9* 



Jam, quia -^ = W ^ 7» «eptem prlores expressionis termin! 



124-133 142.I51 

commode computantur, pro qolbas est 

^v»^ i.3-5>7>9>»»-9^ ' 

124« 133. 142. 160. 178* 196. 214. 232 

< O,O0OO0OCX59 *) 

nt septima figara decimalis «erta sit - 
Jam est ^ ^ 

-i^ = ^ = 0,0025 . , 



0,000683995 

6,000315259 
0,000180832 



1 

34.43 

t 
52.61 

1 

70.79 

* =i: 0,000117151 

88.97 

_J[ s V 0,000082224 

106. 1 IS ^_____ 

0.00387946« 



^S Ha«o niuUiplioatio et ctivisio per loearitbjnei quorttm priorei duae rel 
tret figaraedeoimslei luifieittiit, facillime procedil» 

-' r 2 



\ » 



--" - ■ 



44 
et io exprefiione (atnmatoria pro cerie qu% rett»t» 

« = -r^, , 95 = -1- . a, 6 = ^ . 88 . 

^ 1S-I24 1-I43 i6o 

0^000448029 
+ 0,000014198 
+ 0^000001597 
<S=^ + 0,000000303 
+ 0,000000078 
+ 0,000000025. 

+ O/DO00OOOO9 

= 0,000464239 
Coi si addontur tennici priores ^eriei modo volgari sibi Invicem addk/ 

0,003879461 

babetar feriea * . 0,004343700 

sive, quia septem priores figurae decimales tantum certse suat 
- 0,0043437 

Sit 3) series proposita 

ft 

de qua §• 2« loquuti sutnus, cujus summatio ex priori mettiodo pa^ne 
immensum laborem praebuisset. Quia%^2<v^3, aliquot priorom 
terminorum modo vulgari sibi invicem addendi sunt, Est 
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Eorttm summa = 092777609 



» • 



Jam aaperest seri^s 

in qaa i*=i^a^ 19/3. rf= v^3- Hiiic, qula*^ = y/j^y^^ 

>5» <6est9 hoc caso' expressionis noAtrsEi ¥ix plnrqaam quinqtie 
termjni^tiliter computahtury quod tamen, nt quinta figura decimalJs 
certa hateatur, snfficiet. Hi sunti ex exjlressione [noiT recurreote 
bic commodius appiicanda ^) 

I t j i^ ^ 

^•s' V^a + loVa + ^^CV^^Z + lov^aXV^a+Xavfs) 

^ 2 (V^2 + iov^3).. vV^2 + *4V^3) 

t 3^3 _^ _! ^ 

"♦" 8 ' (V^-RoV3>^V^-2 + »6v^3) 

. 3.5.7-3V^3 ; 

■*■ 10 • (V^a + icv^3;..(v/2+lHV^3) 



♦) In recurr'n»'i enim qnovis tern ino \/*3 haKetnr, quam compiitare opm 
non es\ Qaomndo ipsi fermini , priwribus jam oompulatts faciJius inve- 
Biantttr, compu.anti mox in oculos incurret* 



*^ • 
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0,0154086 \ 

+ 0^0006011 i - ' 

s= J + 0,0000811 l *= 0,0161143 

+ o,ooooi8t 

+ 0,0000054 

cai Bi addideris OQmeram sapra Inyentam 

0,2777609 

Erit seriei proposica = 0.2938752 ' 

Eat aotem A^ < i/^V^Jy/ • 0,0000054 < 0,000005, . Hinc 

qaiota figura decimalis certa est S=^Of2gzS7t 
pro qoo tameDy*quia, quod sequitar, est > 0^000605, potias 
«$=^0,29388 ponendam est. 
Ue ejusdem seriei sexta figura dedmalis certa slt, addantar tres 
termini seriei computiMidp mo^o vulgari, qao ucto 6 in eam modum 
crescit^ at et 5 termioi expressionisi y^^o looge propiores sint, et 
6tus jmus ve addi possint Sex prloram seriei',terminoram summa 
supra inventa est • . • 0,27776091 

= 0,0026080 



(•^^+iov^^Xv^a+ii v/3) 
I 

tv^2+i3v^3)(v^a+i3v^3) 
i^_ ' 

(v^2+i4^3)(v^*+^5v^3) 



= 0,0018824 

== 0,0014224 



Itaque 9 prior. term. summa = 0,283673? 
Series , quse jam superest , incipit a termino 

^ * y— , unde est b = yr2+i6\/^et expresrfo- 

(V^a+l6v^3)(V"^ + l7\/3) . 

nis nostrae 5 priores termini i 

+ a • (•*»■*: i6)(v^3).(*^+ao^3) 



+ 
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3.5-5 ^ 



8 (^a+i6v^3)..(i/'2+22v^3) 
3-5-7-3v^3 ^ 



lo ^i/a+ibv^s^.v^i^a+aii/s) 
0,0099132 
+ 0,0002633 

+ 0,0000253 ^ aK 0>0102C6l 
+ 0,0000040 
+ 0,0000003 

qaod SQpra invenimiif 0,2836737 

i 

et feries = 0,2938798 
HIc,^ qoia A^ <^ 0,0000002, sexta figart certe eat ' 

/ = 0,293879 ^ , 

pn> qao tamen, qala leqaena figura > 5 est» potiui 

5=0,293880 
ponenduti est. 

§. 12. 
Haic etiam -sammationi observationea qnasdam adiicere 1abet« 
Observatio !• Quibusdam casibus hanc sammation^m faciliaa 
qoam priorem procedere vidimus. . Hoc autem minime ita intelli- 
gendum est, quasi semper aptior methodus sit. Simplicioribus enim 
ID casibas, ubi diflTerentia d parvus numerus est, prior longe faciliua 
procedit. Quod cuivis, qui v. c seriem 



J. + JL + ^L + 

1.3 5.7 911 ^ 



secando modo summare^velit, pa^^ebit. 

Ohsen>atio IT. Alterufra harum suramationum fere qnamvig 
serterum ad formam generalem propositam pertinentium satis com« 
mode summari posse patet, uno tanfnm genere excepto,^ si ob b ne-< 
ga*^ivum magnus numerus termii orum adest, qui ea seriei forma 
qaae in utraque summatione adesse debet» non continentur. De hoc 



I 



\ 



r 



48 

m 
\ 

genere infra, ppstqaani sammdUonena serlei numerl finiti terminoram 
^docuerimus^ agemus. 

Obiervatio III. Aeque ac prior summatio , ita et haec altera 
ad alias etiiim series applicari potest. Facile enim patet, series 



i . ^ L + 

h.{b+d)(B+2d) ^ ib+2d)(b+3d)Cb+^d) ^ 



I . l 4. 

b.(b+d)(b+2d)(b+^d) '^ (b+id)(b+^d)ib+^d)(b+.ed), .•'•• 

tt simiies, quorum forma generalis baec est, 

t ** 

b.(b + d)(b+id)ib+i^d)...(b + 2kd) 

{b+2d)(b+^dyib+:^d)....(h+2(k+i)d^ •' 
eas cum seriebus §. 9. propositis comparando , similiter summari poise» 
Qood diligentioi excutere Itemque^ Inqulrere annon aliarum ethini 
serierum» v. c. 



« , L- 4. 



• • 



b.(b + d)(b + 2d){b + ^d) •*" (b+2d)(b + zd){b+5d) 

summatioy simili via, quae tamen necessario aliquantam diificilior 
ene debet, inveniri posiit , nune non vacat. 

Sectio II» Si seriei proposita finito terminorum numtro 

constat* 
A) Pxior metbodoi. 

S. 13. 

Seriei propositae certus terminorum numeros methodorum rapra 
expositaram posteriori directo summari potest. Expressio enim^ qaam» 
$. 9. deduximus pro x terminis valet, cui tsotum §. to. eum casam 
substituimuSf quox numerus infinitns est. Hinc itaqae id, quo jam 
opas habemuSf explicare potuerimus. Sed melior est hsecce inspec- 
tio* Series certi numeri terminorum 
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.5= 






+ •• •• + 



-v- , -,^ V- i-'-,^- ,0^, (i+a(*-0rf;(A+(2jr-i)d; 

considerari potest ut drSerentia duarum in* infinitum excurrentium 
t I * 
^•(6 + d; + (6+2d).6+3/) + ^ -^ 

(6 + 2.arrf;(6+(2x + 0^> + (6+2(*+i>d)c6 + C2*+3)rf)"^'"'*"" 
Ut sit 6= Tr t/: 

Quarum utriusyue valor quum ^iignarl queat^ differehtia quoque 
innotescef. Ji 

Hinc, nt ad singula descendamus, primum hiq etlam facere de- 
bemus valorem quantitatum b et d esse positivum » quia pro b nega- 
tivo^ ^positivo summatio seriei in infinitum excurri^ntis nondum tra-- 
dlta egt, (cf. §.3.). Quo facto valorem prioris seriei infinitae T, 
modo secondum priorem modo secundum po^eriorem methodum as- 
sfgnare praeitabit, ut ex antecedentibus patet; posterioris aotem U 
valor sempersecundum posteriorenl methodum inveniri debet. Quum 
enim prior methodus supponat esse &*i < 2^, ittmque» ot utiliter 
adhtbeatur, esse d (ergo etiam b) numerum parvom » non aliter di« 
recto ^ddhiberi potest, nisi i + 2a;£{, quod pro b ponitur, numerus 
parvos f ergo etiam qc numerns perparvus sit, i^ e. perpauci seriei fini- 
i2s termini habeantur. Eo autem casu eos modo volgari aibi invicem 
addere omni sommationi artificiosae prsestat. Quodsi numerus x mag- « 
nas est, potest quidem suknmatio prior adhiberi, sed itatantum^ 
ut seri€s,antea additis aliquot terminisantecedentibuSyin aliam trans- 
formetur, in qua i- 1 < a4» qui deinde, peracta sommatione, denuo 
subtractione toUendi essent. C)uo facto, quufn ii ipsi termini, ex qul* 
busseries finita constat , certe major ^orum pars» tollendi sint^ revera 
eJQS seriel summatio nulla perageretur. Sit v* c« aeries 



-^+-^ + 

1-3 5 7 



. 97.99 
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qus considerar! potest iit differentia daarum infiDitaram 
— + — 4h in inf. = r 

- + — +••••• in inf. = £7. 



I01.103 \ los. 107 

Jam, 81 quii seriem U ffiethcdo pnori summare velitf quia 
-6- 1 = ico non e«t < rf=2, prius tot termlni priores addendi sant, 

ut fiat6-i<<i, i. ^. ~ + ~ + + r/— t qaibus singuli» 

1.3 5.7 ^ 97-99 

series finita constat, quse itaqae hoc modo nullatenus summaretor. 

Quare senfiper secunda series infinita U methodo secunda sum- 

manda est. Quod si idetn primse seriei accidit» difTerefitia duarum 

serierom infinitarum ad eandem formulam deducit, quae §.9. indi* 

cata est. 

§. «4- 
Ad exempla ut progrediamur » slt 
1) series proposita 

1-3 5.7^ ^397-399 

ubi habetdr r= -1. 4. -i- + , , . . iTi lnf. 

1.3 5-7 

i^ = /' . »^ + ^ — : + • . . . in inf. 

401.403 405407 ^ 

Prior series 7* facillime methodo priori sommatur.' Est enimt 
qaodsupra vidima8,s=: ^ . Posterior L^altera methodo tnmmanda est 
(qoiai = 40i, rf = 2), ubi expr^ssione recurrente est 

4.401 ^' 

€ = "^ . » etc. 

409 
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Hincocto pnof^s iigurse declmales nullo fere labore ex tribus pri 
mis term nis accurate computantun £st eniai 
9 = 0,00062344^396 
S3 == OtOooooi 539361 
S = 0,000000015055 

-£/ = 0,000624995812 

ubi vltium A^*^ < — • 0,000000060 

< o,ooooooooo,'5 
ergo octava figara decimalis certa est, Hinc eft 

.) . 010006249958$ 
=» 0,39207408. 

Imo viginti figurse decimalefl sine mafrno labore asslgnari possant* 
et quidem , quod ex consideratlone expressionis pro a^^ patet , duo- 
decim terminos computando, ubi etiam nibil impcdit» quominus 

seriei summandae primum terminum es«^ sinac. Est enim 



401.403 
403 



U<— • Qyo certius sity quod inveniamus, slngulorom termino- 

4 

raiD M figuras decimales computabimuSs huncqae compatum eo us- 
qae continuabimas, dum in 22^* figiira decimali nnnierus inveniatur. 
£st aatem ia expressione recurrente 

4.401 4»5 409 

4-4«3 ' S-417 

® 6.421 '^' 7.425 ■ . 

Ga 



mm 



52 



Si = 



7- «3-2 
8.429 



@. 3 = 



9.433 
10. 1Q. 2 



* 10 437 • ^* »»-441 

gjj _ ' — : — '— . 2 , et hinc 



st 



ir 



A 



\ 



12. 445 

r 0,00062344 y 3965087^ « 795 
+ 0COOC0153936 147286 10572 

+ o €0300001505487993018« 5 
+ 0,00:0000002733937033326 

+ o,ooocooococx)7 3420^3569 

+ 0,00000000000026 ib^ij^sv^ 

+ o,oooooooocooooi 16082459 I 

+ 0.0000000P00000006155888 l 
+ 0*0000000000000000379115 

+ 0,0000000000000000026547 

+ O.OOOOOOOOCOOOOOOOC02079 

+ o,oooocoococoocooooco!8o 

+ O,OOCO0OO00O0OOOOOO00O'7 

+ o»ooooooooc)ooc 0000000002 






= 0.00062499609387206 005S 

r=^ — = 0.3926990816987241548078 

o 

5=T-C7= 0,39707408560485209380 
2) Proposita slt seri^s Iiaecce 

-1.+ — + + -^ =S 

ubi liabetar T « -i- + -^ + • • . • ia inf. 



£7 = 



lOJ.ioa 103.104 



+ .. . . ininf., S^T-U 
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T priori inethodo facilliiDe snfnmattir» eatqoe, ot §. 6-« vidlinai 
= Jag 2 s o,€93i47i£o5599. . U posteriori methodo cooputarK^a est. 
£xpresfiionia inde deduceiidae sex termiiiis qpus esf^ ut io priorcs 
iigurae decimaUa lovemaDtur» Slc babetur 
U = 2l + a3 + S+.. 

nbl a=« — , 95= JL , 21 

2. loi «.103 

3 5 



00049SC49-049Y 

+ O,000O24P3l52c,| 

U=z{ "^ o»OQO00O457743l 
+ 0,00000001.60421 

I + 0^0000000008^4! 
V + p,oocooooooo5b>| 

= 0.004975001243 
ergOyquia T= 0,698 147 1 80560 

esta^ss 0,688x721793. 
Siokili ihodo 3) series 

5.8 ^ ii. 14 ^ 



95-98 



= s 



ex differentia supra exhitae r» + 777J: + • . . . in inf. 
0,0421497577 



et 



+ 



• • . • in iD^ 



101.104 • 107. 110 
quse posteriori methodo 9*adl)ibitis 9 terminis, usque«ad decimam figu- 
ram decimalem summatur = 0,0016746616 
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invenitur S ss 0,0104750961. 
4) Proposlt^ seriet sit 



t 



T t • • • -|- — — — — . S 



101.103 105.107 • 397*3^9 

at habeatur 



loi. 103 ^ I05..107 
401.403 "*" 405 407 



+ • • • . in inf. « T 
+ • • • i in inf. 5= IT 



Hic utraque series infinita cofnmodias tnethodo secnnda sanima- 
tur. Dedma figiira cfecimalis ass! gnari debeat. Pro serie Test&ss 
lot, ds=^2. Quia ratio quanticatis b zd d perioagna est^ patet to» 
tam s^riem commode^summari posse,- neque opos esse, ut aliqaot 
priorum terminorum separatim methodo valgari addaatttr. £st aa- 
tem in expressione recurrente 

4. iij 5***7 

«_.i9i»ff rt,-_ 6.11.3 g. 

*- 8.129 •®'"^ -97137-^ 

jt « 91*21* . 3, et hinc 
10.137 
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( 



o,oo247524:555> 
4- 0.0CC023573786 1 

+ 0,00000086501^3 I 

4- o^ocxx>coo574i^ I 






[ 



l + o»cocococps496 S 
+ 9,cooroocoo6gi / 
+ ovcocoooooofo^ I 

+ 0^OGOQCC0000«8 I 

+ OyOOOOOooorooS 1 

+ o^oococooooooi 1 ^ 

=: 0,002499750124 * 

U hac paragrapbo , exeinplo primo , iorenbi* tit 

Hioc eit series proposita S = 0.0018747540 

B) Altera metkodus» 

§•15- 
Soperett alia series nostras in infirii^ani non excarrentes saraman- 
dU netbodos, diiScaltatibas qufdem Donoallis» at, qoae omr.ioo vinci 
possanty implicata* Pendet ea a nomeris Bemoulllianis , quoriMii ope 
Ealeros*) serierom harmooicarum numerom finiruni terminorum satn* 
mare docet. Q'Jae methoduf » ad nbstras ettam' serles snmmandas 
inservire potest» qbam generalis earum.formji * 

»,(5+d;"*"(*+id)(*4-3d)*^**** (fc+«(jc-i)i)(*+ClV-i)^) 
semper in daas harmonlcas dtspeftci potest: > 

1 l * + rrS + hTZd + — + *+! 



h + 24^ h + ^d^ • ^h+%(x-x)d 

b+d'h+sd' h+^d • • •• • "*+ »:e-i)i« 



' v' 



*) (^slcaL difffreatial p. S. csp. 6. praMip. {. 143. i46. 



Habemus autem ex iis, quae EuUni« demonitmit ^) 



6 ^ b + 2d^""^h+2ix-i)d 



■ a •(«rf(*-i)+*)» + 4 *(arf(* -?)+«*: 

" 6 • (arf(jc-i) + &)* "^ V '^arf^^t-O+J)» ' 

ub! 9(, S3, 6, D.. numeri Bernouiiliani suttt^ qnos per a«4, 6.. 
divisos forma commo4ji exbibet Euleru^ ^'^). 

Eodemque modg^, fsub^^topado pfo 5.| 6 + c^t pro 

b-id + rpb +; • • : + b+(.\^^)d ^*pr*«"o afsignari potest. 

. Posita itaqoe priore serie = T, posteriore = Ut etea» qaam 
qoaerimas, — S, habetnw 

^ Constantes hisceJiseriebi:^ addendae non ita £iii[ili negotio, goam 
alias plerumque, defiQiri possanty quum nuUus det^r valj^ ^s pc pro 
quo series faciliorem formam indupt. Quare aliter definiri nequeunt, 
.nisi ut pro certo quodam valore riff x=/serie8 et yulgari methodo 
computetur/ et summatori^,expref»fonis termini praeter cqast/uitem 
assignentur. Utriusque dfilFerentia constanti asquatur. Qaia autem 
serie hsu m m atgriaa termiQi|>ro.magn^\a: longe celeriot qutm prq pairvo 
decrescant, ut constans assignetur» ryx x npx^ nitnls. parvua valor ad- 
htberi debet. Quare Euleros eum = io facere solitus est. 

•) Caloalnt diiltrtBtialii L #. $. \^6\ ^ ' . f <^ 






•t.*»/»i4 « *•. . , ' ., . <.j; >AJj4k 
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5. i6. 

Ea^om aateni serieruai, qQam ea nahira sit^ nt priores tantnm- 
modo earura terminl convergant; posteriores, Idque tandem ceterios 
qoalibet ratiooe da^a, diver^ant ^: magaa dobiratio oriri potest, an» 
e^ quatenas toto hae summationes adhiberi possint? Sed salva res est, 
Deinonstrabimus enim t) certe pro iis casibos, qui hic usu venire 
possont, totam sertei post certum aliqoem terminum (ntum) sequen- 
tena partem minorem esse eo, terminOf qui proxime aotecQdit (nto); 
et 2) pro iis valoribus r^f x» pro quibu^ operae pretium erit. vulgari 
computandi methodo reltcCa«summationem adhibere, i. e. pro iis^quae 
moltis terminis constant (pro x nomero niagno) series hasce eoosqoe 
coQvergere, dom termini ita parvi babeantor, qoos oegligere licebit ^^)« 



*) ▼d.EulcniM I. o. $. f 2^. Ex eo^qood ibi deaonMralMBi ttl, nuneros m,fi y . .• 
tandem celerius quaris progressione geometrica cresoere; idem de niuie- 
nt BemouiUianis ipsis indeqno etiam de lorminis Bostr» ieriei, ralero, 
Cftcile dedociCur. 

**) Prius nom el qnomodo demonstrari possit, qvnm hanoee oommenlntio- 

nem Hafnijim misi, miht nonddm innotttit. Quare tnnc dubitanter do hac 

aummatitnis melhoda loquutus sum. Nune aulem benQfioio r. cel. J. F. 

Pla/fif of sagMis £rchingeri , (qui , anle pancos annos msticus , nnnc ma- 

^llibste ^f^pnt^m tciena, eam in Ljeto Tnbingemi dectl), lioc qnoqut du» 

binm tTtnnit. lilt enim » in lileris hamanissime ad mt dalis , monnil. tt- 

lebrem Legendre in optrt insoripto txercioti de calcul integral p. s. 

p. 267 aliqnol similts strits^ qum iltm a nnmtris fitmonillianis ptndtnt, 

primnm conrergtntts , mox dirergtntesy qnas rooat series semi ^ conver" 

^#A#ti,oonsidtrassty deqnt iis atseraisse, quodtonsqnt, donec dirergtn- 

.Its fianlyadhibtri pouint. Quae asserta» onm Enlerianis oonrtnitntta , 
qunm probationt egeant , oel. Pfaffius #htma probandum ita definirit : in 
striebns semiconrtrgenlibus , quarnm ttrmini altematim positiri negatiri- 
qne sint» ttrminonini dirtrgentivm sumnam minorem tsst nllimo Itrmino 

conrtrgenM. ^aod sic trtnirt dt terit jr - T + T^T +•••. inini'.» 

H 
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X f 

L) Priinufii respecto omDium fterierufD, quas Eolerus io cap. 5u> 
lib. 2di calculi difTereiitialis ftumniare docet, quibosque costra qQoque 
series si^best, sic deioonstratur. Generalis earum soinmationum for* 
muia , signisl ab Eulero ipso adbibitis , est : 

Sz=.fzdx + iz+A. 1* . B.^^ + <:• «») 

quse formula, quovis casQi ut et constans io integrali contenta assig- 
netur, bis applicari debet. Faciamos enim summatfonem proar=f 
effici debeie; eamque, modo computaDdi.vuigari, pro x=f iDven- 
tam esse» et sigpificare 

expressionem sommatoriam pro x^ft absqoe tamen conslante; erit 
const-5/.[/](Arfx+ 1 z+^. g . 5. g + C. g - • . 

et, 81 praefixQm [glsimili significatione adhibetur» erit» quse quxri- 
tur» summa, 

Sg=Sf+{s-\(fzdx+lz+A.f^ . B. g +C.^~ . . . .) 
' - UKfzdx+lz+A.^^ . B.^-l^ + C.|;^ - . . .) 



~i V 



Qaam seriem sommatoriam otramque faciamos ad fitom osqoe 

terminom T N j » computatam esse , ita ot in i^traque ne- 

glecti sint 

qiiae pro x^ i e leiniconyergentibiii est , facili negotio demoiittravit,et gt« 
ntralMi demonifrari posie luipicatui, ncqiie tameii, aliii negotiii diilrAfi* 
lui, quo (empore literat miht dedit , perfecerat. Qaod de omnibni ii< 
leriebiii, qnae £ulenanae inmmalioni in Galc DifF* soro. 2. cap. 5. tradit^* 
•ubiunt, qaarum etiani ea est» dequahio agim^t, Ercbingerui meihodo 
ingenioia in oontextu exhibil# Piaffiaaae haod abiinili» perfe^it. 
Eolerus 1. c. (. 110. 
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Qui» ^aam exiis, qnae Eulerbs alibitradldit^), jiat 
-^ *= — ; = — i (*+, + -, + -:+••• • •) 



111 1 



I 

B = -i- = 4- 0+^ + ^ + 1 + ) 

I 



-, , l 



— / * f _l- _L \ 



» : 'i ! • • ' ; j n 



9 

N == 2 =:r ! , (t + — + — 4- — + . . .> 

\2*)-« ^ C4*')'" (6»)*" - CS-r)^» 



erant = i aN, si est 

C2i)»n+* • ax^rt+i "^ (4»)"+^ ' 4x»"+i +• • + (2/w,r)3n+> * rf^2M?i+' ' 
K =] " (2«r)-»-^ * rfa^"+3 (4<r)»°+* ' dx^^X^ ' " * ' (2OTir)»n+4 ' Is^^l " ' * ' 
*(^»)aii+6 • rfa;-°+^ (4»)*"+* * rfa:a^+5 + • ' + (2/?nr)an-H.' d^an+? •+! 



.». 



slve» 81 hojas expressionis eas parteSi quse Iverticales series efficiant, 
y ' , y " . • . . y ' «»> . • . Tocave ris , 
* ^«jr'+y''+..:+yc™)+.. .•. 

Hs 
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QOas qaantitnf^es singulae eaqtialitate gapdent, nt, si cas bisdif- 
ferentiaverii , easdem seriesy demto tantum primo termino, mutatis, 
signisy adjectoqaefactore(2 9)^, (4fr}^ ..•(smar)^.,. obtineafisivei 
ut sit 

<fa:3 "~ " ^^'^ '^ "^ (2ir)^n+' * rfx^"+» 

> 

Quarom expfessionam si generalem pro^'»> conaideraveris» ubi- 
que, ut calculi facilius subducantur, pro < ■ ^ 3 ^ pbsueris 

(2»nr)-" ajc^''+' 

X» babebis hanc sequationem differentialefn «ecandi graiiu'- 



d^y^ 



m) 



+ (21?! O'. y^"^ - .^. - O 



hincque •) 

^C--' ) sindifi«^^ 

. . / 2in«r 

^ ^ ) I /r» , fX^in 7mwsc. dx^ ^ ^ 

i 2mm 

Quia autem nostro casa m. x, quippe indicem terminofam sfg^'^* 

ficantes, femper numeri Integri ai^nt; indeqpe semper Hin^mmX^Of 

cos2m«x=s 1: pro htsce i^tfgralibua nostro casu poni pote«t 

V(m) = *-- + C'- 

^ a>< ir 

Qaum autem, a signis abstrahendo^ semper ainaMirX^ '1 
jerit quoque, item a signis absirahendo , 

•) vd. Y. cei. Bolineiibergeri il^xt Slnal^fil I- 174. nuitf- s« 



»• » 
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i. e- si ioco X ejas valorem restitueris et vere intrgraveris 
< * ^-"z , - 

ef bioc^ iteram a.slfois abstraliendo, (i» e«. absolatas qaantitates 
otriosqtte terniini. sibi tnvicejn addendo) . . 






+ C; 



et^ substitoendo loco nt successive i^ o..^m^ iteromqQe a sJgnis ab- 
straliendo» 



<2(- 






+ 



+ C^' 



+...+ 



) 



d"z 



(2 /n.#)*»^ <<* 



m 



+ Cv 



.tr 



' Hinc;*'^! ad Was sommatioties revertimof^ quse » ot «S obtlneatur, 
adhiberi debent» constantes evanescant, etbabetur; i\ ufraque usqne ad. 
ntum terminum computata est, vitium, fterutn a fijgnis abstryhendo 



A^% 



rf2"; 



•Ive» quiay<; g et pro minori x vitium majus t%%^ soleat, ut expres^ 
sto plerumqoe positiva evadat 

Quam expressionem, pro qaovls valore r«# % facile cam nltim' 
termtno seriei^ qaem adlmc compotasti, 7V -y-;r-: % comparabis. Nr- 

A. 

stro castt > obi est 



62 

r 



zss -77 . , , , . — : habetur 



^- 2dix-l)+b+io^ 



N 






dx^a rfx^"-» 2d\^X'i) + b + ^ol 



ergo 9 dam n <« • i ~ quod semperevenier» qaia nemo tem ttotldof erit; 
atrfieriei fammatoridey cajua singuli termipi computata difiBdli orqi -esse 
solent terminis seriei originarisei fere eupdem numerum coDipatet» 
quam ad quem asqne originaria iiia ektenditur -^abstrahendo asignls 

//iOT d^^^^7. . I 

Sic patet, in nostris certe seriebus^iiisqae casibus, qtii/toM umi . 
venient, vitiam semper minus ta$e ultimo^ cujus io computando ad- 
huc rationem habuisti f termino. . ' ) 

li. Quae osquedum demonstravimnSt ut utiliter summatio nostra 
adhibeatur, omnino sofficiuntysiqaidem in computanda ea semper ad 
terminum ita parvum pervemmus, ut is, sive omnes s^quentjet, qal 
eo non majores sunt » t^to negligi possit. 

Quod saepissime evenire, ea exempla docent, quae Eulerus com« 
putavit; semper rem ita disponi posse, ut eveniat, nanc demonstra* 
bimus. 

Est autem, ex iis qux Eulerns ^^) docuit, si. facis > ntam ^ 
'r (»- 1) tam '^^^) ex serie quantitatum m,fi,Y »»., 



4m n * ^^ AM '^ ^- " 1 • • • 



i — . 



•^ 2***"** 0211—2 "T" 

TTlf 



< • • 



>«Ma 



•) Saperius (o) valat pro prima, inferlui (d) pro poiterton serie siuina. 
toria. 

**) 1. 1. $• 129. 

***) £alemt nominat (p, 4^ ntam et n-t-itam ^nantiutemr 



63^ 
^i. e. qQlft 



et , qanm nameri BernouiiliaDi 



> .^ 'f 



5» = — :— , '91 = 



2/I+I 2/1-1 

et in serieboa ooitrit sQmmatoriiSf termini ab biice nnmerit Bernoui- 
liania Ipeodentes I si a iigoli abitraxerii^ 



2». (2<i(«-l)+6+S<><aO 



+ 6+J5<« 



^, /9t. C2 dr^-i 



»-2 (2<i(a:.i)+6+So)) 



an— a 






- Hic si facis X ^ ^( ^-0(»^-i> _ ^+yJ 
Si antem eat tt-. :^ |i majorl ratiooe» 

N 
'N^^ (2n-3)(aw^4) rf» (2w-i)(an^l ) 

etiic poird,) r .. 

erit rz, <if 7,7Zi < 1 • • • • T < i» («W A, B primam et iecnn- 



/ 



dutn a BernonillfAnfs numerfs pendentem terminani seriernm nostra* 
ram soaimatoriarnnrk significant. 

Hinc habetur ultiiiius,- quiin compatum ingressos M, terminas, 

N < (i)«-^ A, 
Jam si nobis propositnm est eilicere , ut hic ultimus terminas , 
slmiliterque vitium, quo4 admittimus» minus ^itcerta quadam quaa- 

titate, < r, fiat (|)"-^ A ^ » i. e. (»- i)iog| + iog A^log t 

log — 
n > A I , 

= log§ ^* 

Quod si ergo numeram termlnorum serief snmimatoriae qnos cooi* 
putes (n), ex hacce aequatione definiais; etnumerus terminorom seriei 
originariae Cx) superiori aequationi satisfaclt; semper altimas termi- 
nus , ideoque et vitium, commissum minus erit qoantltate data (O* 
Qaod-itaque, si hic numerus safmagnus est» quales numqoam non 
osu venire solent. semper fieri potest. Quae^ad-dobia contra metho- 
AQtn hancce oriunda generatim removenda sofHcient ; quovis ao- 
tem casu speciali» prioribus certe terminis, convergeDtia ea» qoam bic 
generattm consideravimos, longe major locom habere solet, ita ot, 
quisnam valor rns x in constante assignanda assomi debeat, et quot 
termini seriei computandae suffidanti ne vitium plifs quam tolerabile 
sit» potios experimentis £aciliboS| quam exprincipiis modo^dedoctis 
inveniatur. ^ 

Superest , ot hojus qooqoe. taiiimattMifl extopla ad^iiciamoa. 
Exemplom I. Sit serles proposita. 



+ A + ....+ 



>-3 5.7 397.309 

quae osque ad decimam figoram deciaalem exacte compotari ddbeat 



teries 



•> 



y 
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X 

Series generallor 

Qoaram prior ett 
«CoMt. +1 log (4a:-3) + ^ ^ , - - / ; "* ^ 

"^' 4 •(^«-a)* ' 6 •(4*-3)* "*" « X4«-3)* ""^ 

Constaiis ut definiatat^ g it x ■*= la , 

^ao factobabetar 
C«iit. = f+| + $ + ... + ^ 

Efft aatem ^ 

1 = Oyltlllllllfll 

^ = 0,076923076923 

A = 0,05882352941^ 
ii = 0,047619047619 

^? = 0,04 ' 

i^f = 0,034482758621 

^ = 0,030303030303 

^ = 0,027027027027 

116^2^8958 10x6 



/ ^ 



661 

|loK 37- ■! 0,9027294781611 
jL. «0,013513513513. 

2.^^ e o,ooocoo28457a- 
^ . ~ «» 0,000000000019. 

-7.—. «s- 0,000243486730^ 

-f;. jp. «-0,000600001584. 

0.9» 599978795 ti 
QqI nQinerat^ li a lamnia frtctrdnam f-f:. .4; ^' rapn uiTeii- 
ttrum iQbtnhitQr,, remanet 
CoQit a 0^7.10289793065.. 

Jam^fiicieQdo x« lOOy qpo caia'ierIetnoitra t+I'^««*+ "^ 

groditi babetar 
Conit « 0,710289793065: 
llog397= 149598407017« 

j-i^ « o,ootas(>M5844- 

e 4' 

-- • ~-T s= o.oooooooooosr 

♦ S9T* ' 

«t207533309ioa, 

Ergoieriesss 11807531194166 

Qood ita exactam essr, ne vitiam decimam figocam dedmalem 
trafticendat» eecandum ea qae §^ proxim^ anteoedeace dedasimas , inde 
pateti qood eltima^ qaem adhikoima^ lerminas in dedma ficaim dcEDcit» 



Posterior series eodem modo est 



s= Const. + l log (40? -i) + 



2.(4 jr-l) 2 • (4Jr-i)' 

«4' € 4* . 3) 4' 



^ , ® 

^ 4 \(4*-i)* " '6 • (4a:-i)« "^ 8 * (4x-i)« 

CoDstans nt defiDiatary sit.a^s: lo. Sic ifaabetur 
ConsK == j +4 +.-11 +•• • — + w 
- Ci log 3Q 4---^ -— .-A +.. .-.) 

I = 0,333333333333 

$ «= o,i4a857»4»857 

xt ~ 0,090909090909 

^5 = 0,066666666667 

i, - 0,052631578947 
^3 = 0,043478260869 
it = 0,037037037037 
^ = 0,032258064516 

3', = o,oj857«42857« 
4s = 0,025641025641 



• -• •• 



o,8533836g9347 
log39 = '9»9»58904"53» 



s o^oiagsQSiaSap. 



»•39 

f . 5I: = o,oooooo33P537 



5> 4' _ 



S 39* 



O, 






«3 



o^9387"»5490» 
- * • ^---P.oa«i9»54o6s 



I2 



■^ii II 



«8 



• f. -Jj=-o,cxx)oooooii55 



0,928491999682. 
Hunc nomerum a summa fiogolaram faactionam snpra iovenhi' 
tubtrahendo , fit 

Conit = - 0,075108370335 
•I jam £t x^ 100, ut series 

§ + 1 + TT + + wy prodeat, babemuti 

{ log 399 = 11497240354222 

^ = 0,061253132832^ 

te 4» 

T'399^ =0,000000000021 

Ii498493487075> 
Conitans s=- 0^075108370333' 

secandaseries= 1,423383022953 qn» ob easdem ratibne0| ^aam qQde 
ad prlorem pertiaent, satls exacta est». 
Q.aae si sabtrahitor a prima 

2,207531194166 

restat 0,784148171213; 
oajus dimidia pars 

0,392074085605 
omnino convenienter cum eo» qaod sapra, alia metliodo ndhibits; 
iavenimos. 

Exemplam IL Serfes propoilta sit 

Qsque ad octavam figaram 4ectmalem computare velis» 
£rioris a^tiei forma g^neralior^ 



69. 



5+I+... + nrr, «»*■ 



st 



= Const + 1 lofeCa a - O + ^TT^inj " 7 ' cJ:^ 



S8 »' € a' , 



Faciendo et faic, at constans ihveniatar» «s=io, habetat' 
Conat = f + I + . . . + rr .. 



-(|iogi9+ rTo -1 ♦ is; +••••> 



3iog»9+i:7 9-7 

I = 0,3333333333; 
l =, 0,2 

$ =;: 0,1428571429^^ 

I s= o,iiiriiiiii 
^ = 0,0909090909= 
^ = 0,0769230769: 
^ = o,o66<S666667 

-if = o»o588a3529t 
0,05^6315789 

a,*33a55530»^ 



19' 



flog-i^ =s 1,47221948^ 
-i-. = 0,0363157894 

•? -tS = 0,0000005115 

M98»579o5 
-*.;|j=-o.<»o4.6t68o5 

-^ '~~t =-0,0000000027 

T- '-^. 

. . .1,4980741073 



-►-. 



\. — 



€ I 



6 .itoooooo 



s= -^^0000000020 



j:,522449S848. 
HuDc namerum a summafractionuffl 12433. ••^abttaheiido^tfemtiiiit 

Const =0,6351814228. 

Jam,at aeries ^+| +..- .+ ^f fnie^tf^tkdeniojx^sotbibetax 
Const ' = 0,^351814228 
|log 99 =3,2975599251 

— .= 0,0050505050 

«3» 

- . — , = 0.0000000007 

A93?79«S536 

^ -5^=0,0000170051 

ieriesip8a== 2,9377748486 "" . 

. -Posterioris seriei .fbrma .generalis haec ^st 

i + J + .... + ^^ Cpro *=2, rf = 2) 
:=Const+i Iog2ar+j;^. I • ^^+1 . ^^ 

= Con8t+llog2X+^. -.-; + -, — .--J .^ + . . 

Fiat et hlc primam^ iit constans idveniatari ^ s &o« Jiabetor 

l + i + i + . . . + Vw = M64484t279 
§logao =*= Ij497866i368 



I 
03 



= 0,025 

If53a8665535. , 
=-0,0004166667 



.4 aoooo 
« J^ 

a ' «00 

— . =s- 0,000000020 

6 aoooooo .• ■.-I 

^,5^34498848 



Qai namenis si a prtat inyento tollitar» remanet: 
Conit. = - 0,0579657578 
^ Fiat nanc, pro Invenienda serie iptat* 

^ = 50* ctt ilogticf =-2,3025850930 

afe = ^*o05^ ' / 

Cbnstant = * 0,0579657578 : ' 

teriet aUera = 2,2496026693 
Qpa, ti a priori = 2,9377748485- 

tpbtiahitar; remanet 0,6881721793«^ 

(laibot io compatationibat vitiam; qaod admittitar, qala altimi^ 
termini in teptlma iigara decimali deficiant, tat parvam ett Con-^ 
ytmit qvtoqae hlc namerat exacte cum eo, qaem tapra invenlmat»- 

s: 18^ 

Cbronidlt Ibcd blc qdoqae obtervatibnet aliqaot adiloere lobeC 
I.) Cbmputat hlc adbibendat,. at faciliut procedaF» statim in con-- 
#laof« Invenienda tat magout valor pro qaantitate x adsami debet.- 
Qai enim dum aagetar^ numerua termiiioranr teriei aummatoriae sibi 
iavicem addendprum, valde' mihultar;: quod compendlum,. quia hl 
termlni computata difficilioret sant, eo minime compensaturi qaod 
aliqoot termini seriei originariss ampliat computandi tunt. , Qood qui 
clariot Intelligere velit, faciat periculom' conttantet*§^' prsecedente' 
exbibitat e valore tn^^x^ s invenlre». 

' IL) Licet terles tommatbria^, qoae hic' adhibentar celerrtine* con*- 
Tergant; tamen hac metRodo vix omqdam celerlat et factliat, qaam* 
methodo antea exbibita, progredi liceblt. Inde enimqoodad qoam- 
qae terlem tommandam qoatuor tammatoria& serlet adhibendas tont ;, 



7» 

singuIiqQe eanitii terminl toopaUta diiffi^iores tant, ttnta mdleatia 
computaoti orltur, ut jam convergentiae celeritas param efficiat. Ne- 
que illa molettia per utileatermioorum quorandamadditiones alia9ve 
aummationes minul^posse videtor. 

Seciio II L De tummatione unieaeformae seriei propositae, vel 
ininjirutuni excurrMntis vel non excutrentis^ in .superioribus 
aon conienHae. 

Saperest unicus casus in superlorihus nondam reBoIntoSj ai neoi- 
f e in serie 



♦ • • • 



vel finita vel iofinita b numeros pegativus isqae^magnus , <2.positivas 
^^f ▼^lf ^uod ad Jdem xedlt^ i posltiyixs, d negatifus* Hoc vtdi« 
muS| quomodo pars faajus seriei praeiertim infinitae summari possit^ 
tquum, poiito b^^^md^^fi obi ifi.Auaaeras ita magnus est, ot b+omiL 

peeieivum ft-f-s/m- r) d adhoc negativum^ityii lermini^ qol a ■■ ,^ , .. 

incipiunt» summari possaiit ^Terminorum quidemf qai bosce ante- 
cedant, si parvus numerus est» eoram summa haud difficuker modo 
Tulgari assignatur; si autem magnui numerus» ut additiones aimis 
multae et operosae evitentur, summatio desiderari potest. Quaeliaad 
tta difficulter invenletur, Termlni eoim iiU 



^ , 1 

b.ib + d) "*• (6+2rf)(*+3<0 



T* • » • .« 



7 b+zim^2)d) ib+i!^m-z)d) ^ (i+a(m-i)i|)(6+(am-ii4) 

qoia b+2 md ^fip sic etiam exprimi possunt 

(4-amd)(/5-(am-i)rf) **"' 05-a(m-OiO(/»-(am-3)iO 



^-•^* + TTrrrjTi 



lfi-^^)ifi'%4) ^ (fi-%^(fi'4i 



\ 
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Jfttn , qola b+2 md ^ /3 = nomeros positivos > b ; h-\. s (m • l) <4 

fi-^i d=-nxim.n^giXh. <o:i3-rf,ideoqaeetiamterminus,-T— rr5--r otram 

negatlvus an posltivuf sit , iirambiguo est. Quo pauHsper sepostto, 
reli^! termlnt singuli posftivi sunt, quippe constantes boois tactori" 
bas negativis. Quum enlm fi^ad negativum sit^ hoc magis adhuc 
fi^^df B-/\d,... fi'2md esse debet Ut itaque seriei forma etiam 
posftiva fiati sic scrlbatur 

' I l , j_ ' 

(i #fic/ -iSj (Um- 1; d-/3) ^ ((2m.2) d - /3) ((2 m-3) rf-iS) "^ • • • • "T- (4 d-^; ^3^ /s; 

Facto tandem ^d^fi^^y, et ordine seriei conve(yo» fit 



quae ex iis, quse sectione secuoda exposoi, semper summaril poteSt. 
Addito deinde termino ah'qaantisper seposito iu^2d)(B^d\ -^^*""^*** 

•we a rm t j\ + ,a i_ j\ r^^ i ^ jx + • • •^"tota qusstio resolata est 
/5.(5+cO W+2d)05+3<') ^ 

Caan, quo et /B>-<2 numeras negativn^, ideoque /gT3T75T^) P®*^*^" 

vam est» hic terminns statim cnm reliqais iongi potest» qao facto pra 
y I /9,proy+2(/it-a)^|/3,+ a(m-i)£E venlty ot sitsammandam 



T ;7Trw\7TTTw\ "1" • • • T* i 



<5.05+d)^(i5+ad)(/5+3d)^*"^(i3+2(m-i)d)(y3+(am-i)iO 
"^/.W+rf) "^ (/?+arf)(/8+3<?) ^ 



£xempla haec habe 
i) Sit 6 =- 399, d=:at series in iDfinitam excnrreiii 

5— 1 — ^ ^ + . . . . in inf. 

-399-397 ^ -395.-393 ^ , 

Facile patet essein=]CX), quofacto o+3iiia=/8=40O*399aBt» 
^ « 1 adboc negativum est , ot series in basce daas dispescator 

_ + — +.,.,+ + rl + ..... m mf. 

i-3^5-7T . ^397-399 1-3. 5.7^^ . • 
qaad:i otramque jam supra summavimos (vlde §« r+)f ot sit . 

^5 = 0,784773^67303576248^ 

2) 6 = - 98 f » = 3 f series m infinitom excurreAs 

S = -T — + — ^—r +^'' '• • to *nf. 
Hic esse debet m^iTi i|uiatQnc >+ 2 !»</= /3 s 101-988=4 » 



■ * 
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*+2(/»-i)asi:95^98 «dhuc negatfvum edt Qaoftcto, qoia fi-d 
adhac positivam est» di/ersuro a priori exeniplum habetur, ut terml- 

""* (fi 2d)(S'd) ^ ZTri'^"^* •umma^ione.eiLimeDdas «^.^=9.4 
=:5iadbibeDduiB sit. Sic est 

Qaarum serieratn prlor nethodo tfecanda optlme sQmmatar, q\u, 
qaataor primot termiaoi. mo4o comaiUDi: fibl invicem addeodo. , 

• ^ =«>.0357«43 
,T1^ = 0.0076923 



•1 



42. ss 



= 0001818^ 



00485143 

#t expi;e88ioni8 pro sefte, ^u« superest j~ -f -^ +; . . In £bT. 
septem terminos compatando 0,00595^4 

• ' t).DCX)2i^26 . 

o.cx)oo39i ^ i . \ 

"• . . 0,0000090 ; 

0,0000031 
0,0000012 
; 0^0000005 

0,0062688 " 
7. cni addendo 0,048514 3 

fitseriw prior 0,0547831 oBi quhxta figiira ^dcctmalk 
certa est. ^ ' ^ 

Alterain aeriem §. 14. invenimas esse ss o»04O475O96i 

ciii addendo 0,05478 
el tfubtrabendo o^ ^ 



, V; ,fib.tota series 5= - 0,40485» , 



.J ^£ J 



